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✭♠✐❞❞❧❡✮✱ ❝❧✐♣♣✐♥❣ ✭)✐❣❤*✮✳
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✶✳✸✳ ❖✉%❧✐♥❡ ♦❢ %❤❡ %❤❡-✐- ✺

❝❤♦♦$❡ ❛ ♠❡(❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇$ (♦ ♦❜(❛✐♥ $(❛(✐$(✐❝❛❧❧② $✐❣♥✐✜❝❛♥( 2❡$✉❧($ ✉$✐♥❣ ❛ 2❡❛$♦♥❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡2

♦❢ ❝♦♠♣❛2✐$♦♥$✳ ❲❡ ❡①♣❧♦2❡❞ (❤❡ ✉$❡ ♦❢ ❝♦♥❥♦✐♥( ❛♥❛❧②$✐$✱ ✇❤✐❝❤ ✐$ ❛ ♣♦♣✉❧❛2 ♠❡(❤♦❞ ✐♥ ♠❛2❦❡(

2❡$❡❛2❝❤ (♦ (❡$( ♣2❡❢❡2❡♥❝❡$ ♦❢ $(2✉❝(✉2❡❞ ♣2♦❞✉❝($ ❛♠♦♥❣ ❝✉$(♦♠❡2$✳

❊✈❡♥ (❤♦✉❣❤ ❝♦♥❥♦✐♥( ❛♥❛❧②$✐$ 2❡❞✉❝❡$ (❤❡ 2❡>✉✐2❡❞ ♥✉♠❜❡2 ♦❢ ❝♦♠♣❛2✐$♦♥$✱ $(✐❧❧ ❛ ❧♦( ♦❢ ❞❛(❛ ✐$

♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡2❡❢♦2❡ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ (♦ ❝♦❧❧❡❝( ❞❛(❛ ♦✈❡2 (❤❡ ■♥(❡2♥❡( ❛$ ✇❡❧❧✳ ❲❡ ✈❡2✐✜❡❞ ❝❛2❡❢✉❧❧② (❤❛(

(❤✐$ ❛♣♣2♦❛❝❤ ②✐❡❧❞$ ✉$❛❜❧❡ ❞❛(❛ ❬✺✻❪✳

■♥ ♦2❞❡2 (♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❧(❡2♥❛(✐✈❡ (♦ (❤❡ (✐♠❡✲❝♦♥$✉♠✐♥❣ ♣$②❝❤♦✲✈✐$✉❛❧ (❡$($✱ ♦♥❡ ✇❛♥($ (♦ ❛$$❡$$ (❤❡

>✉❛❧✐(② ♦❢ (❤❡ ♠❛♣♣❡❞ ✐♠❛❣❡$ ❛✉(♦♠❛(✐❝❛❧❧②✳ ▼♦2❡♦✈❡2✱ ❛$ ❛❧2❡❛❞② $❤♦✇♥ ❡✳❣✳ ❜② ❍❛2❞❡❜❡2❣ ❬✸✷❪

❛♥❞ ✇❤❛( ❝❛♥ ❜❡ ❡①(2❛❝(❡❞ ❢2♦♠ ❡22♦2 ❛♥❛❧②$✐$ ✭❝♦♠♣❛2❡ ❙❡❝(✐♦♥ ✹✳✷✳✷✮✱ ❞✐✛❡2❡♥( ❛❧❣♦2✐(❤♠$ ❛2❡

♦♣(✐♠❛❧ ❢♦2 ❞✐✛❡2❡♥( ✐♠❛❣❡$✳ ❈❛22②✐♥❣ ♦✉( ❛ ♣$②❝❤♦✲✈✐$✉❛❧ (❡$( ❢♦2 ❡❛❝❤ ♥❡✇ ✐♠❛❣❡ ✐$ ♥♦( ❢❡❛$✐❜❧❡✳

❍♦✇❡✈❡2✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛♣♣2♦①✐♠❛(❡ (❤❡ >✉❛❧✐(② ♦❢ (❤❡ ♠❛♣♣❡❞ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣✉(✐♥❣ (❤❡ ❞✐✛❡2❡♥❝❡ ❜❡(✇❡❡♥ ❛

❣✐✈❡♥ ♠❛♣♣❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✐($ ♦2✐❣✐♥❛❧ ✉$✐♥❣ ✐♠❛❣❡ >✉❛❧✐(② ♠❡❛$✉2❡$ ✭❝♦♠♣❛2❡ ❇♦♥♥✐❡2 ❬✸❪ ❛♥❞ ❍❛2❞❡✲

❜❡2❣ ❬✸✷❪✮✳ ❆$ ✐♠❛❣❡ >✉❛❧✐(② ♠❡❛$✉2❡$ ❛2❡ ❡✛❡❝(✐✈❡ ❡♥♦✉❣❤ (♦ ❝♦♥$✐❞❡2 ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♠❛❣❡$ ✐♥ ♣2❛❝(✐❝❛❧

❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥$✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦♣(✐♠✐③❡ ❣❛♠✉( ♠❛♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦2✐(❤♠$ ❜② ✉$✐♥❣ ✐♠❛❣❡✲✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐③❛(✐♦♥✳

✶✳✸ ❖✉%❧✐♥❡ ♦❢ %❤❡ %❤❡-✐-

❚❤❡ (❤❡$✐$ ❝♦♥$✐$($ ♦❢ (✇♦ ♣❛2($✳ ❚❤❡ ✜2$( ♦♥❡ ✭❈❤❛♣(❡2 ✷ ❛♥❞ ❈❤❛♣(❡2 ✸✮ ❝♦✈❡2$ (❤❡ (❤❡♦2❡(✐❝❛❧

❢♦✉♥❞❛(✐♦♥ ❢♦2 ♦✉2 2❡$❡❛2❝❤✳ ❚❤❡ $❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✭❈❤❛♣(❡2 ✹ ❛♥❞ ❈❤❛♣(❡2 ✺✮ ♣2❡$❡♥($ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥$ ♦❢

(❤❡ ♠❡(❤♦❞$ ❞❡$❝2✐❜❡❞ ✐♥ (❤❡ ✜2$( ♣❛2(✳ ❚❤❡ ♦✉(❧✐♥❡ ♦❢ (❤❡ (❤❡$✐$ ✐$ ❛$ ❢♦❧❧♦✇$✿

■♥ ❈❤❛♣(❡2 ✷ ✇❡ ♣2❡$❡♥( ✐♥ ❞❡(❛✐❧ ♠❡(❤♦❞$ ✉$❡❞ (♦ ❡✈❛❧✉❛(❡ ♣$②❝❤♦✲✈✐$✉❛❧ ❞❛(❛✿ ❚❤✉2$(♦♥❡✬$ ♠❡(❤♦❞

❛♥❞ ❝♦♥❥♦✐♥( ❛♥❛❧②$✐$✱ ❛♥❞ (❤❡ ♠♦❞❡❧$ $(❛♥❞✐♥❣ ❜❡❤✐♥❞ (❤❡$❡ ♠❡(❤♦❞$✳ ❋✉2(❤❡2✱ ✇❡ ✐♥✈❡$(✐❣❛(❡

❞✐✛❡2❡♥( ♠❡(❤♦❞$ ♦❢ ❝♦♠♣✉(✐♥❣ ❡22♦2$ ❢♦2 (❤❡$❡ ♠♦❞❡❧$ ❛♥❞ ❞✐$❝✉$$ (❤❡✐2 ❛♣♣2♦♣2✐❛(❡♥❡$$✳ ❲❡ ❛❧$♦

♣2❡$❡♥( ♠❡(❤♦❞$ ❢♦2 ✈❛❧✐❞❛(✐♥❣ (❤❡ ♠♦❞❡❧$✱ ❜♦(❤ ❢♦2 ✈❡2✐❢②✐♥❣ (❤❡ ❛$$✉♠♣(✐♦♥$ ♦❢ (❤❡ ♠♦❞❡❧$ ❛♥❞

❢♦2 ❡①❛♠✐♥✐♥❣ (❤❡ ❛❝❝✉2❛❝② ♦❢ (❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛2✐♥❣ ❝♦♥$✐$(❡♥❝② ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡ ❞❛(❛ ❛♥❞ (❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❲❡ ❞❡$❝2✐❜❡ ❝2♦$$ ✈❛❧✐❞❛(✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛✈♦✐❞$ (❡$(✐♥❣ (❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥ (❤❡ (2❛✐♥✐♥❣ ❞❛(❛✳

■♥ ❈❤❛♣(❡2 ✸ ✇❡ ❞❡$❝2✐❜❡ ♥♦♥ (❡$(✲❜❛$❡❞ ♠❡(❤♦❞$ ❢♦2 ❝♦♠♣❛2✐♥❣ (❤❡ >✉❛❧✐(② ♦❢ ❣❛♠✉( ♠❛♣♣❡❞

✐♠❛❣❡$✳ ❋✐2$(❧②✱ ✇❡ $✉♠♠❛2✐③❡ (❤❡ ❜❛$✐❝$ ♦❢ ❝♦❧♦2 $❝✐❡♥❝❡✳ ❚❤✐$ ✐$ ❛ ❜❛❝❦❣2♦✉♥❞ ❢♦2 ♣2❡$❡♥(✐♥❣ ❛ $❡(

♦❢ 2❡❢❡2❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡ >✉❛❧✐(② ♠❡❛$✉2❡$✱ ✐✳❡✳✱ ❢✉♥❝(✐♦♥$ ♦❢ (✇♦ ✐♠❛❣❡$ ❣✐✈✐♥❣ ❛$ ❛ 2❡$✉❧( ❛ ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤

❝♦22❡$♣♦♥❞$ (♦ (❤❡ $✐♠✐❧❛2✐(② ♦2 ❝♦22❡❧❛(✐♦♥ ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡$❡ (✇♦ ✐♠❛❣❡$✳

■♥ ❈❤❛♣(❡2 ✹ ✇❡ ♣2❡$❡♥( ❛ (❡$( ♦❢ ♣❛2❛♠❡(2✐③❡❞ ❣❛♠✉( ♠❛♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦2✐(❤♠$ ✭●▼❆$✮✳ ❚❤❛♥❦$ (♦ (❤❡

♣❛2❛♠❡(2✐③❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❛❧❣♦2✐(❤♠$ ✇❡ ❝❛♥ ✉$❡ ❝♦♥❥♦✐♥( ❛♥❛❧②$✐$ (♦ ❡✈❛❧✉❛(❡ (❤❡♠✳ ❲❡ ❛2❡ ♥♦( ♦♥❧②

❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦2 (❤❡ ♦♣(✐♠❛❧ ❛❧❣♦2✐(❤♠ ❢2♦♠ (❤❡ ✇❤♦❧❡ $❡(✱ ❜✉( ❛❧$♦ ❞✐$❝✉$$ (❤❡ ✐♠♣♦2(❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡2❡♥(

♣❛2❛♠❡(❡2$ ❛♥❞ (❤❡✐2 ✐♥(❡2❛❝(✐♦♥$✳ ❲❡ ❛❧$♦ ✈❡2✐❢② ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ ♦❢ (❤❡ ❛$$✉♠♣(✐♦♥$ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ ❡22♦2$✳

❚2✐❣❣❡2❡❞ ❜② (❤❡ $✐❣♥✐✜❝❛♥( ✐♠❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ (❤❡ ♦♣(✐♠❛❧ ♣❛2❛♠❡(❡2 $❡((✐♥❣$✱ ✇❡ ❞❡$❝2✐❜❡ ✐♥

❈❤❛♣(❡2 ✺ ✐♠❛❣❡✲✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧$ ❢♦2 ❡✈❛❧✉❛(✐♥❣ ●▼❆$✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧$ ❛2❡ ❜❛$❡❞ ❡✐(❤❡2 ♦♥

♣$②❝❤♦✲✈✐$✉❛❧ ❞❛(❛ ♦2 ✐♠❛❣❡ >✉❛❧✐(② ♠❡❛$✉2❡$✳ ❲❡ (❡$( (❤❡ ❛❝❝✉2❛❝② ♦❢ (❤❡$❡ ♠♦❞❡❧$ ✉$✐♥❣ (❤❡

❤✐( 2❛(❡ ❛♥❞ ❝♦♥✜2♠✱ (❤❛( (❤❡ ❣♦♦❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧$ ❛2❡ $✐❣♥✐✜❝❛♥(❧② ♠♦2❡ ❛❝❝✉2❛(❡ (❤❛♥

♥♦♥✲✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐③❡❞✳ ❲❡ ❛❧$♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ✐♠❛❣❡✲✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐③❡❞ ♠❡(❛✲❛❧❣♦2✐(❤♠ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛(❡ ✐(✳



✻ ❈❤❛♣$❡& ✶✳ ■♥$&♦❞✉❝$✐♦♥
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❚❤❡♦$❡%✐❝❛❧ ❋♦✉♥❞❛%✐♦♥.
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❈❤❛♣$❡& ✷

 !②❝❤♦♣❤②!✐❝!

▼❛♥ ✐$ %❤❡ ♠❡❛$✉*❡ ♦❢ ❛❧❧ %❤✐♥❣$✳

 !♦#❛❣♦!❛&

❆♥ ✐♠♣♦!#❛♥# #♦♣✐❝ ✐♥ #❤✐& #❤❡&✐& ✐& #❤❡ ♠❡❛&✉!❡♠❡♥# ♦❢ 1✉❛❧✐#② ♦❢ ❣❛♠✉#✲♠❛♣♣❡❞ ✐♠❛❣❡& ✐♥ ♦!❞❡!

#♦ ♦♣#✐♠✐③❡ ❣❛♠✉# ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❆ ♣♦&&✐❜❧❡ ❞❡✜♥✐#✐♦♥ ♦❢ ♦♣#✐♠❛❧✐#② ❝♦♥&✐&#& ♦❢ ❛ ✈✐&✉❛❧ ✐♠❛❣❡ 1✉❛❧✐#②

♠❡❛&✉!❡ #❤❛# ❞❡&❝!✐❜❡& #❤❡ &✐♠✐❧❛!✐#② ♦❢ ❛ ♠❛♣♣❡❞ ✐♠❛❣❡ #♦ ✐#& ♦!✐❣✐♥❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡!✱ #❤❡!❡ ❛!❡ ♥♦

&✐♠♣❧❡ ❞❡✜♥✐#✐♦♥& ❞❡&❝!✐❜✐♥❣ &✐♠✐❧❛!✐#② ♦! 1✉❛❧✐#② ♦❢ ✐♠❛❣❡& ❛♥❞ #❤✉& #❤❡ ❞❡✜♥✐#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♦❜❥❡❝#✐✈❡&

♦❢ ❣❛♠✉# ♠❛♣♣✐♥❣ ✐& ✐#&❡❧❢ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳ ❚❤❡ ❜❛&✐❝ ❣♦❛❧ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐♠❛❣❡& ✐& #❤❛# ♣❡♦♣❧❡ ❛!❡ ♥♦#

❛✇❛!❡ #❤❛# #❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇❛& ❛❧#❡!❡❞ ❛# ❛❧❧✳ ❚❤❡!❡ ❛!❡ ♥♦ ❛✉#♦♠❛#✐❝ ♠❡#❤♦❞& ♦! ♠♦❞❡❧& ❞❡&❝!✐❜✐♥❣

❤✉♠❛♥ ♣!❡❢❡!❡♥❝❡& ❡①❛❝#❧②✳ ▼♦!❡♦✈❡!✱ ♣!❡❢❡!❡♥❝❡& ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡!❡♥# ✇✐#❤✐♥ #❤❡ ❣!♦✉♣ ♦❢ ♣❡♦♣❧❡✳

●❧♦❜❛❧ ❡✈❛❧✉❛#✐♦♥ ✐& #❤✉& !❡&#!✐❝#❡❞ #♦ ❞❡#❡!♠✐♥❡ #❤❡ #②♣✐❝❛❧ ♦! ♠❡❛♥ ♣!❡❢❡!❡♥❝❡&✳ ❆ #!❛❞✐#✐♦♥❛❧

✇❛② ♦❢ ❡✈❛❧✉❛#✐♥❣ ❣❛♠✉#✲♠❛♣♣❡❞ ✐♠❛❣❡& ❛!❡ ❡①♣❡!✐♠❡♥#❛❧ ♠❡#❤♦❞& ❛&&❡&&✐♥❣ ❤✉♠❛♥ ♣!❡❢❡!❡♥❝❡& ✐♥

♣&②❝❤♦✲✈✐&✉❛❧ #❡&#&✳  &②❝❤♦✲✈✐&✉❛❧ #❡&#& ❛!❡ ✉&❡❞ ❢♦! &✉❜❥❡❝#✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ 1✉❛❧✐#② ♦❢ ✐♠❛❣❡&✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ #❤❡ #❡&#& ✐& #♦ ❝♦♠♣❛!❡ ✐♠❛❣❡& ✇✐#❤ !❡&♣❡❝# #♦ ♣❡!❝❡✐✈❡❞ 1✉❛❧✐#②✳

❙✉❝❤ ❛ #❡&# ✐& #②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥❞✉❝#❡❞ ✐♥ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ✐♠❛❣❡& ♠❛♣♣❡❞ ❞✐✛❡!❡♥#❧② ❛!❡ &❤♦✇♥

#♦ ♦❜&❡!✈❡!&✱ ✇❤♦ ❤❛✈❡ #♦ ❛♥&✇❡! ❛ &♣❡❝✐✜❝ 1✉❡&#✐♦♥ ❝♦♥❝❡!♥✐♥❣ #❤❡ 0✉❛❧✐%② ♦❢ #❤❡ ✐♠❛❣❡& ♦! #❤❡

$✐♠✐❧❛*✐%② #♦ #❤❡ !❡❢❡!❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✳ ❆ &❛♠♣❧❡ ✉&❡! ✐♥#❡!❢❛❝❡ ❢♦! ❛ #❡&# ✐& &❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉!❡ ✷✳✶✳

❚❤❡!❡ ❛!❡ ♠❛♥② ♣♦&&✐❜❧❡ ❞❡&✐❣♥& ♦❢ #❤❡ #❡&# ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ &✉♠♠❛!✐③❡ ❢✉!#❤❡! ✐♥ #❤✐& ❝❤❛♣#❡!✳ ❇②

❡✈❛❧✉❛#✐♥❣ #❡&# ❞❛#❛ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜#❛✐♥ &✐❣♥✐✜❝❛♥# !❡&✉❧#& ❞❡&❝!✐❜✐♥❣ #❤❡ ♣❡!❝❡♣#✉❛❧ 1✉❛❧✐#② ♦❢ #❤❡

❝♦♥&✐❞❡!❡❞ ✐♠❛❣❡&✳ ❖❢#❡♥ ❛♥ ✐♥#❡!✈❛❧ &❝❛❧❡ ❢♦! #❤❡ ✐♠❛❣❡& ✐& ❝♦♠♣✉#❡❞ ❢!♦♠ #❤❡&❡ ❝♦♠♣❛!✐&♦♥&✱

✇❤❡!❡ ❛ &❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡ ✐& ❛ ♠❡❛&✉!❡ ❢♦! #❤❡ 1✉❛❧✐#② ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡✳

❆ #!❛❞✐#✐♦♥❛❧ ♠❡#❤♦❞ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛#✐♥❣ &✉❝❤ ❞❛#❛ ✉&❡& ❚❤✉!&#♦♥❡✬& ▲❛✇ ♦❢ ❈♦♠♣❛!❛#✐✈❡ ❏✉❞❣❡♠❡♥# ❬✺✼❪✳

❍♦✇❡✈❡!✱ #❤✐& ♠❡#❤♦❞ ✐& ♣!❛❝#✐❝❛❧ ♦♥❧②✱ ✐❢ #❤❡ ♥✉♠❜❡! ♦❢ ❛❧❣♦!✐#❤♠& ✐♥ ❝♦♥&✐❞❡!❛#✐♦♥ ✐& &♠❛❧❧✳ ❋♦!

❡①❛♠♣❧❡✱ ❛❧!❡❛❞② ❢♦! ✷✵ ❛❧❣♦!✐#❤♠&✱ ✇✐#❤ ✶✵ ❝♦♠♣❛!✐&♦♥& ❢♦! ❡❛❝❤ ♣❛✐!✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ ✶✾✵✵

❝♦♠♣❛!✐&♦♥& ❢♦! ❡❛❝❤ ❝♦♥&✐❞❡!❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ■# ✐& #♦♦ ♠✉❝❤ ❢♦! ♣!❛❝#✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥✱ ❡&♣❡❝✐❛❧❧② ❜❡❝❛✉&❡

✐♥ #❤❡ #❡&# #❤❡!❡ ❛!❡ #②♣✐❝❛❧❧② ❛# ❧❡❛&# ✷✵ ✐♠❛❣❡&✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝!❡❛&❡ ❛ #♦#❛❧ ♥✉♠❜❡! ♦❢ ❝♦♠♣❛!✐&♦♥&

#♦ ✸✽✵✵✵✳

 ❛!❛♠❡#!✐③❡❞ ❛❧❣♦!✐#❤♠& ✉&✉❛❧❧② ❤❛✈❡ ♠♦!❡ #❤❛♥ ✷✵ ✐♥&#❛♥❝❡&✳ ■♥ #❤✐& ❝❛&❡ ❚❤✉!&#♦♥❡✬& ♠❡#❤♦❞

❝❛♥ ❜❡ ❡①#❡♥❞ #♦ #❤❡ ♠✉❧#✐♣❛!❛♠❡#❡! ❝❛&❡ ✉&✐♥❣ ❝♦♥❥♦✐♥% ❛♥❛❧②$✐$✳ ■# ❛❧❧♦✇& ❡✈❛❧✉❛#✐♥❣ #❤❡ 1✉❛❧✐#②

♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡! ♦❢ &#!✉❝#✉!❡❞ ✐#❡♠& ✭❤❛✈✐♥❣ ❝♦♥❥♦✐♥# &#!✉❝#✉!❡✮✳

■♥ ❜♦#❤ #❤❡&❡ ♠❡#❤♦❞& ✐# ✐& ✐♠♣♦!#❛♥# #♦ ❝♦♠♣✉#❡ ❡!!♦!& ♦! ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥#❡!✈❛❧&✱ ❛& ✇❡ ❤❛✈❡ #♦ &❡❡ ✐❢

❞✐✛❡!❡♥❝❡& ❜❡#✇❡❡♥ ❛❧❣♦!✐#❤♠& ❛!❡ &✐❣♥✐✜❝❛♥#✳ ❚❤❡!❡ ❛!❡ ❛ ❢❡✇ ♠❡#❤♦❞& ❞❡&❝!✐❜❡❞ ✐♥ #❤❡ ❧✐#❡!❛#✉!❡

❢♦! ❝♦♠♣✉#✐♥❣ ❡!!♦!& ❢♦! ❚❤✉!&#♦♥❡✬& ▲❛✇ ♦❢ ❈♦♠♣❛!❛#✐✈❡ ❏✉❞❣❡♠❡♥#✳ ❲❡ !❡❝❛♣✐#✉❧❛#❡ #❤❡♠ ❛♥❞

♣!❡&❡♥# ❛♥ ✐♠♣!♦✈❡❞ ♠❡#❤♦❞✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛!❡ #❤❡ ❛❝❝✉!❛❝② ♦❢ #❤❡&❡ ♠❡#❤♦❞&✳ ❋✉!#❤❡! ✇❡ ❞❡&❝!✐❜❡

❤♦✇ #♦ !❡&❝❛❧❡ ❡!!♦!& ✐♥ ❝♦♥❥♦✐♥# ❛♥❛❧②&✐&✳

✾



Which image is the better representation of the original?

A

F = (fab) fab a
b a ≻ b



✷✳✶✳ ❉❡%✐❣♥ ♦❢ ♣%②❝❤♦✲✈✐%✉❛❧ 4❡%4% ✶✶

❘❛♥❦ ♦7❞❡7

❆♥ ♦❜%❡'✈❡' ✐% ❛%❦❡❞ -♦ '❛♥❦ ❛ %❡- ♦❢ ✐♠❛❣❡% ❢'♦♠ -❤❡ ❜❡%- -♦ -❤❡ ✇♦'%- ❛❧♦♥❣ ❛♥ ❛--'✐❜✉-❡ ❞❡✜♥❡❞

❜② ✐♥%-'✉❝-✐♦♥%✱ ❡✳❣✳ %✐♠✐❧❛'✐-② -♦ -❤❡ ♦'✐❣✐♥❛❧ ♦' ❛❡%-❤❡-✐❝% ♦❢ -❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❊❛❝❤ ♦'❞❡'✐♥❣ ❝❛♥

❜❡ ✐♥-❡'♣'❡-❡❞ ❛% n(n − 1)/2 ♣❛✐'❡❞ ❝♦♠♣❛'✐%♦♥% ✭❢♦' ❡❛❝❤ ♣❛✐' ✇✐-❤✐♥ ❝♦♠♣❛'❡❞ %❡- ✇❡ ❦♥♦✇

-❤❡ ♦'❞❡'✐♥❣✮✱ %♦ '❛♥❦✐♥❣ ✐% -❤❡ ♠♦'❡ ❡✛❡❝-✐✈❡ ❛%%❡%%♠❡♥- ♠❡-❤♦❞ -❤❛♥ ♣❛✐'❡❞ ❝♦♠♣❛'✐%♦♥✳ ❚❤❡
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✷✳✷ ❉✐$❝&❡(❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧$

■♥ $❤✐' '❡❝$✐♦♥ ✇❡ ❢♦❝✉' ♦♥ ❡✈❛❧✉❛$✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ❞❛$❛ ❝♦♥❝❡3♥✐♥❣ ✉♥'$3✉❝$✉3❡❞ ✐$❡♠' ♦❜$❛✐♥❡❞ ❜② $❤❡

♣❛✐3❡❞ ❝♦♠♣❛3✐'♦♥ ♠❡$❤♦❞✳

●✐✈❡♥ ❛ '❡$ A ♦❢ n '$✐♠✉❧✐✱ ❡✳❣✳✱ ❣❛♠✉$ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦3✐$❤♠'✱ ❛♥❞ ❝❤♦✐❝❡ ❞❛$❛ ♦❢ $❤❡ ❢♦3♠ a � b
✇✐$❤ a, b ∈ A✳ ❲❡ ❦♥♦✇ $❤❡ ❢3❡=✉❡♥❝② fab ✭F ✲♠❛$3✐①✮ $❤❛$ '$✐♠✉❧✉' a ✐' ♣3❡❢❡33❡❞ ♦✈❡3 '$✐♠✉❧✉' b
✭♥✉♠❜❡3 ♦❢ $✐♠❡' a ✐' ♣3❡❢❡33❡❞ ♦✈❡3 b✮✳ ❲❡ ❝♦♥'✐❞❡3 $❤❡ ♣3♦♣♦3$✐♦♥ qab $❤❛$ '$✐♠✉❧✉' a ✐' ♣3❡❢❡33❡❞

♦✈❡3 '$✐♠✉❧✉' b

qab =
fab + δ

fab + fba + 2δ
. ✭✷✳✶✮

❛' ❛♥ ✐♥❞✐3❡❝$ ♠❡❛'✉3❡ ❢♦3 $❤❡ ❞✐'$❛♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ✏=✉❛❧✐$✐❡'✑ ✭'❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡'✮ va ♦❢ a ❛♥❞ vb ♦❢ b✱ 3❡'♣❡❝✲
$✐✈❡❧②

✶

✳

❉✐'❝3❡$❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧' ❜✉✐❧❞ ♦♥ $❤❡ ❛''✉♠♣$✐♦♥ $❤❛$ $❤❡ ♦❜'❡3✈❡3'✬ ❝❤♦✐❝❡' ❛3❡ ♦✉$❝♦♠❡' ♦❢ 3❛♥❞♦♠

$3✐❛❧'✿ ❝♦♥❢3♦♥$❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ $✇♦ ♦♣$✐♦♥' a, b ∈ A ❛♥ ♦❜'❡3✈❡3 ❛''✐❣♥' '✉❜❥❡❝$✐✈❡ '❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡' ua =
va + ǫa ❛♥❞ ub = vb + ǫb✱ 3❡'♣❡❝$✐✈❡❧②✱ $♦ $❤❡ '$✐♠✉❧✐✳ ❚❤❡ ❡33♦3 $❡3♠' ǫa ❛♥❞ ǫb ❛3❡ ❞3❛✇♥

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$❧② ❢3♦♠ $❤❡ '❛♠❡ ❞✐'$3✐❜✉$✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜'❡3✈❡3 $❤❡♥ ♣3❡❢❡3' $❤❡ '$✐♠✉❧✉' ✇✐$❤ $❤❡ ❧❛3❣❡3

'❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡✳ ❍❡♥❝❡ $❤❡ ♣3♦❜❛❜✐❧✐$② pab $❤❛$ a ✐' ♣3❡❢❡33❡❞ ♦✈❡3 b ✐' ❣✐✈❡♥ ❛'

pab = Pr[ua ≥ ub]

= Pr[va + ǫa ≥ vb + ǫb] = Pr[va − vb ≥ ǫb − ǫa] . ✭✷✳✷✮

❍❡3❡ ✇❡ ❞✐'❝✉'' $✇♦ ❞✐'❝3❡$❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧' $❤❛$ ❞✐✛❡3 ✐♥ $❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞✐'$3✐❜✉$✐♦♥ ❢♦3 ǫa✳ ❲❡ ❝♦♥✲

'✐❞❡3 ♥♦3♠❛❧ ❞✐'$3✐❜✉$✐♦♥' ✭❚❤✉3'$♦♥❡✬' ✭♣3♦❜✐$✮ ♠♦❞❡❧ ❬✺✼❪✮✱ ❛♥❞ ●✉♠❜❡❧ ❞✐'$3✐❜✉$✐♦♥' ✭❇3❛❞❧❡②✲
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❡①♣❡❝$❛$✐♦♥ 0 ❛♥❞ ✈❛3✐❛♥❝❡ σ2
✳ ❍❡3❡ ✇❡ ❝♦♥'✐❞❡3 ❚❤✉3'$♦♥❡✬' ❈❛'❡ ❱ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡3❡ $❤❡ ✈❛3✐❛♥❝❡'

❢♦3 ❛❧❧ '$✐♠✉❧✐ ❛3❡ ❛''✉♠❡❞ $♦ ❜❡ ❡=✉❛❧✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡3❡♥❝❡ ǫb − ǫa ✐' ❛❧'♦ ♥♦3♠❛❧❧② ❞✐'$3✐❜✉$❡❞ ✇✐$❤

❡①♣❡❝$❛$✐♦♥ 0 ❛♥❞ ✈❛3✐❛♥❝❡ 2σ2
❛♥❞ $❤✉'

pab = Pr[ua ≥ ub] = Pr[ǫb − ǫa ≤ va − vb]

=
1√

4πσ2

∫ va−vb

−∞

e−
x2

4σ2 dx = Φ

(

va − vb√
2σ

)

, ✭✷✳✸✮

✇❤❡3❡ Φ ✐' $❤❡ ❝✉♠✉❧❛$✐✈❡ ❞✐'$3✐❜✉$✐♦♥ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ '$❛♥❞❛3❞ ♥♦3♠❛❧ ❞✐'$3✐❜✉$✐♦♥

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞

e−y2/2dy . ✭✷✳✹✮

❚❤✐' ✐' ❡=✉✐✈❛❧❡♥$ $♦

va − vb =
√

2σΦ−1(pab) . ✭✷✳✺✮

❯'✐♥❣ $❤❡ ♣3♦♣♦3$✐♦♥ qab $❤❛$ a ✐' ♣3❡❢❡33❡❞ ♦✈❡3 b✱ ✇❡ '❡$ za ❛' ❛♥ ❛♣♣3♦①✐♠❛$✐♦♥ ❢♦3 va − vb

zab =
√

2σΦ−1(qab) [Z −♠❛$3✐①] . ✭✷✳✻✮

✶
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❝♦%%❡❝$✐♦♥ ❢♦%♠✉❧❛- -❡❡ ❛❧-♦ ❊♥❣❡❧❞%✉♠ ❬✶✾❪✳
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✷✳✷✳✷ ❇#❛❞❧❡②✲❚❡##②✬, ♠♦❞❡❧

■♥ ❇%❛❞❧❡②✲❚❡%%②✬. ♠♦❞❡❧ ❬✺❪ 4❤❡ ❡%%♦% 4❡%♠. ǫa ❛%❡ ❞%❛✇♥ ❢%♦♠ ❛ .4❛♥❞❛%❞ ●✉♠❜❡❧ ❞✐.4%✐❜✉4✐♦♥✱

✐✳❡✳✱ 4❤❡ ●✉♠❜❡❧ ❞✐.4%✐❜✉4✐♦♥ ✇✐4❤ ❧♦❝❛4✐♦♥ ♣❛%❛♠❡4❡% µ = 0 ❛♥❞ .❝❛❧❡ ♣❛%❛♠❡4❡% β = 1✳ ❙✐♥❝❡ 4❤❡

❞✐✛❡%❡♥❝❡ ♦❢ 4✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥4 ●✉♠❜❡❧ ❞✐.4%✐❜✉4❡❞ %❛♥❞♦♠ ✈❛%✐❛❜❧❡. ✐. ❧♦❣✐.4✐❝❛❧❧② ❞✐.4%✐❜✉4❡❞ ✇✐4❤

♠❡❛♥ 0 ❛♥❞ .4❛♥❞❛%❞ ❞❡✈✐❛4✐♦♥

√
2β✱ ✇❡ ❤❛✈❡

pab = Pr[ua ≥ ub] = Pr[ǫb − ǫa ≤ va − vb]

=
1

1 + e
−

(va−vb)
√

2β

=
e

va−vb√
2β

1 + e
va−vb√

2β

=
e

va√
2β

e
va√
2β + e

vb√
2β

. ✭✷✳✼✮

❚❤✐. ✐♠♣❧✐❡.

e
va√
2β

e
vb√
2β

=
pab

1 − pab
, ✭✷✳✽✮

✇❤✐❝❤ ✐. ❡I✉✐✈❛❧❡♥4 4♦

va − vb =
√

2β ln

(

pab

1 − pab

)

. ✭✷✳✾✮

❆. ✇❡ ❞✐❞ ❢♦% ❚❤✉%.4♦♥❡✬. ♠♦❞❡❧ ✇❡ .❡4

zab =
√

2β ln

(

qab

1 − qab

)

[Z −♠❛4%✐①]. ✭✷✳✶✵✮

✷✳✷✳✸ ❈♦♠♣✉3✐♥❣ ,❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡, ✉,✐♥❣ ❧❡❛,3 ,9✉❛#❡,

❋%♦♠ ❡✐4❤❡% ❚❤✉%.4♦♥❡✬. ♦% ❇%❛❞❧❡②✲❚❡%%②✬. ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❣❡4 ❛♥ ❡.4✐♠❛4❡ zab ❢♦% 4❤❡ ❞✐✛❡%❡♥❝❡ ♦❢ 4❤❡

.❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡. va ❛♥❞ vb✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉4❡ 4❤❡ va✬. ❛. 4❤❡ ❧❡❛.4 .I✉❛%❡ ❛♣♣%♦①✐♠❛4✐♦♥ ❢♦% 4❤❡ zab✬. ✭❛❧❧

❡I✉❛❧❧② ✇❡✐❣❤4❡❞✮ ✐♥ ❛ ❧❡❛.4 .I✉❛%❡. .❡♥.❡✳ ▲❡4 v̂a ❜❡ 4❤❡ ❛♣♣%♦①✐♠❛4✐♦♥ ♦❢ va✳ ❲❡ ✇❛♥4 4♦ ♠✐♥✐♠✐③❡

4❤❡ %❡.✐❞✉❛❧

r(va|a ∈ A) =
n

∑

a,b∈A;b 6=a

(v̂a − v̂b − zab)
2. ✭✷✳✶✶✮

❆ ♥❡❝❡..❛%② ❝♦♥❞✐4✐♦♥ ❢♦% 4❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ 4❤❡ %❡.✐❞✉❛❧ ✐. 4❤❛4 ❛❧❧ ♣❛%4✐❛❧ ❞❡%✐✈❛4✐✈❡. ✈❛♥✐.❤✱ ✇❤✐❝❤

❣✐✈❡.

∂r

∂va
= 2

∑

b∈A;b 6=a

(v̂a − v̂b − zab) = 0. ✭✷✳✶✷✮

❍❡♥❝❡

nv̂a =
∑

b∈A

v̂b +
∑

b∈A;b 6=a

zab. ✭✷✳✶✸✮

■❢ ✇❡ ♥♦%♠❛❧✐③❡ ❜② .❡44✐♥❣

∑

b∈A

v̂b = 0, ✭✷✳✶✹✮

4❤❡♥ 4❤❡ ✈❛❧✉❡. 4❤❛4 ♠✐♥✐♠✐③❡ 4❤❡ %❡.✐❞✉❛❧ ❛%❡ ❣✐✈❡♥ ❛.

v̂a =
1

n

∑

b∈A;b 6=a

zab. ✭✷✳✶✺✮
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Z = Xv̂ + ǫ, ✭✷✳✶✻✮

✇❤❡+❡ X ✐% (❤❡

(

n
2

)

× n✲♠❛(+✐① ✭✐♥❞❡①❡❞ ❜② (❤❡ ♣❛✐+%✴❡❧❡♠❡♥(% ✐♥ A✮ (❤❛( ❤❛% (❤❡ ❡♥(+✐❡%

xab,i =







1 i = a
−1 i = b
0 i 6= a, b

✭✷✳✶✼✮

■❢ ✇❡ ❢✉+(❤❡+ ❛%%✉♠❡ (❤❛( ǫ ✐% ♥♦+♠❛❧❧② ❞✐%(+✐❜✉(❡❞ ✇✐(❤ ♠❡❛♥ 0 ❛♥❞ ✈❛+✐❛♥❝❡ σ2
✱ (❤❡♥ (❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❢✉♥❝(✐♦♥ ❢♦+ (❤❡ %❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡%

L(v̂) = L(v̂;X, Z) = p[Z|X; v̂], ✭✷✳✶✽✮

❤❛% (❤❡ ❢♦+♠

L(v̂) =
∏

(a,b)∈(A

2)

1√
2πσ

exp

(

(zab − v̂T xab,·)
2

2σ2

)

. ✭✷✳✶✾✮
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∑

b∈A;b 6=a

(v̂a − v̂b − zab)
2, ✭✷✳✷✵✮
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∑

b∈A v̂b = 0✳

❚❤❡ ❛%%✉♠♣(✐♦♥ (❤❛( (❤❡ ✈❛+✐❛♥❝❡ σ2
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(❤✐% ✈❛+✐❛♥❝❡ σ2
ab ❢♦+ ❡✈❡+② ♣❛✐+ (a, b) ✉%✐♥❣ ❡++♦+ ❛♥❛❧②%✐% ✭❝♦♠♣❛+❡ ❙❡❝(✐♦♥ ✷✳✺✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦+♠❛❧✐③❡

(❤❡ ❧❡❛%( %J✉❛+❡% ❛♣♣+♦❛❝❤ (♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛(❡ (❤❡ ❞✐✛❡+❡♥❝❡ ✐♥ ✈❛+✐❛♥❝❡ ❜② ♠✉❧(✐♣❧②✐♥❣ ✇✐(❤ (❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣

(

n
2

)

×
(

n
2

)

❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛(+✐① N

N = ❞✐❛❣

(

1

σab

∣

∣

∣

∣

(a, b) ∈
(

A

2

))

. ✭✷✳✷✶✮

❚❤❛( ✐%✱ ✇❡ ❛%%✉♠❡

NZ = NXv̂ + ǫ, ✭✷✳✷✷✮

✇❤❡+❡ ǫ ✐% ♥♦+♠❛❧❧② ❞✐%(+✐❜✉(❡❞ ✇✐(❤ ♠❡❛♥ 0 ❛♥❞ ✈❛+✐❛♥❝❡ σ2
✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥( ♦❢ (❤❡ ♣❛✐+ (a, b)✮✳ ❚❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ✭❧♦❣✮❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ %♦❧✉(✐♦♥ ✐% (❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❛%

v̂ = ((NX)T NX)−1(NX)T Z. ✭✷✳✷✸✮

❆❣❛✐♥ ✇❡ ❝❛♥ (+❛♥%❧❛(❡ (❤❡ %❝❛❧❡ ❜② %❡((✐♥❣ v̂a := v̂a − 1
n

∑

b∈A v̂b +❡%✉❧(✐♥❣

∑

b∈A v̂b = 0✳

■♥ ♦+❞❡+ (♦ ❡♥❢♦+❝❡ ♦✉+ ❝♦♥%(+❛✐♥(

∑

b∈A v̂b = 0 ✇❡ ❛❞❞ ❛♥ ❛❞❞✐(✐♦♥❛❧ ❡J✉❛(✐♦♥ ✇✐(❤ ♦✉+ ❝♦♥%(+❛✐♥(✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ V̄ ✱ X̄✱ Z̄ ❛% ❢♦❧❧♦✇%✿

Z̄ = [Z, 0]T ✭✷✳✷✹✮

X̄ = [X, [1, 1, . . . 1]]T ✭✷✳✷✺✮

N̄ = [N,
1

σc
]T ✭✷✳✷✻✮



✷✳✸✳ ❈♦♥❥♦✐♥( ❛♥❛❧②,✐, ✶✺

✇❤❡%❡ σc ❞❡✜♥❡) *❤❡ ✇❡✐❣❤* ♦❢ *❤❛* ❡0✉❛*✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥*❡%♣%❡*❡❞ ❛) *❤❡ ✉♥❝❡%*❛✐♥*② ♦❢ *❤❡

❝♦♥)*%❛✐♥*✳ ❚❤❡ %❡)✉❧*✐♥❣ ❡0✉❛*✐♦♥ ❢♦% v̂ ✐)

v̂ = ((N̄X̄)T N̄X̄)−1(N̄X̄)T Z̄. ✭✷✳✷✼✮

▲❡* ✉) ♥♦*✐❝❡ *❤❛* *❤❡ )♦❧✉*✐♦♥ ❢♦% v̂ ✐) ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥* ❢%♦♠ *❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ σc✳ ❚❤❡ )*%❡♥❣*❤) ♦❢ *❤✐)

❧✐♥❡❛% %❡❣%❡))✐♦♥ ♠❡*❤♦❞ ✐)✱ *❤❛* ✐* ✐) ❛❧)♦ ✈❛❧✐❞ ❢♦% ✐♥❝♦♠♣❧❡*❡ ♣❛✐%❡❞ ❝♦♠♣❛%✐)♦♥)✳ ■❢ ✉♥✐* ✇❡✐❣❤*)

❛%❡ ✉)❡❞ ✐♥ N̄ *❤❡ )♦❧✉*✐♦♥ ❝♦%%❡)♣♦♥❞) *♦ *❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡*❡ ♠❛*%✐① )♦❧✉*✐♦♥ *♦ ❚❤✉%)*♦♥❡✬) ❈❛)❡ ❱✱

♣✉❜❧✐)❤❡❞ ❜② ▼♦%%✐))❡② ❬✺✷❪ ❛) ✇❡❧❧ ❛) ●✉❧❧✐❦)❡♥ ❬✸✶❪✳

✷✳✷✳✺ ▼♦%&❡❧❧❡)✬% ❚❡%&

▼♦)*❡❧❧❡%✬) *❡)* ✐) ✉)❡❞ *♦ ✈❡%✐❢② *❤❡ ❛))✉♠♣*✐♦♥ *❤❛* *❤❡ )❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡) ❛%❡ ✉♥❝♦%%❡❧❛*❡❞✱ ❡0✉❛❧❧②

❞✐)*%✐❜✉*❡❞ ✈❛%✐❛❜❧❡) ✭❡✐*❤❡% ♥♦%♠❛❧❧② ✐♥ ❝❛)❡ ♦❢ ❚❤✉%)*♦♥❡✬) ♠♦❞❡❧✱ ♦% ●✉♠❜❡❧ ❞✐)*%✐❜✉*❡❞ ✐♥ ❝❛)❡

♦❢ ❇%❛❞❧❡②✲❚❡%%②✬) ♠♦❞❡❧✮✳ ❆ ❞❡)❝%✐♣*✐♦♥ ♦❢ ▼♦)*❡❧❧❡%✬) *❡)* ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❊♥❣❡❧❞%✉♠ ❬✶✾❪ ♦%

✐♥ *❤❡ ♦%✐❣✐♥❛❧ ❛%*✐❝❧❡ ❜② ▼♦)*❡❧❧❡% ❬✺✸❪✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ▼♦)*❡❧❧❡%✬) *❡)* ✐) *♦ ❝♦♠♣❛%❡ *❤❡ ❝♦♠♣✉*❡❞

)❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡) v̂a✱ ♦% ♠♦%❡ ♣%❡❝✐)❡❧② *❤❡✐% ❞✐✛❡%❡♥❝❡) v̂a − v̂b *♦ *❤❡ ♦❜)❡%✈❡❞ ♣%♦♣♦%*✐♦♥) qab✳ ❲❡

✉)❡ *❤❡ %❡)♣❡❝*✐✈❡ ❞✐)*%✐❜✉*✐♦♥ ❢✉♥❝*✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❡✐*❤❡% ❊0✉❛*✐♦♥ ✷✳✺ ✐♥ ❝❛)❡ ♦❢ ❚❤✉%)*♦♥❡✬) ♠♦❞❡❧✱ ♦%

❊0✉❛*✐♦♥ ✷✳✾ ✐♥ ❝❛)❡ ♦❢ ❇%❛❞❧❡②✲❚❡%%②✬) ♠♦❞❡❧ *♦ ❝♦♠♣✉*❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐*✐❡) p̂ab ❢%♦♠ *❤❡ ❞✐✛❡%❡♥❝❡)

v̂a− v̂b✳ ❚❤❡♥ ✇❡ *%❛♥)❢♦%♠ ❜♦*❤ qab ❛♥❞ p̂ab ✐♥*♦ ❛♥❣❧❡) θab ❛♥❞ θ̂ab✱ %❡)♣❡❝*✐✈❡❧②✱ ✉)✐♥❣ *❤❡ ❛%❝)✐♥❡

*%❛♥)❢♦%♠❛*✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

θab = sin−1 (2qab − 1) ❛♥❞ θ̂ab = sin−1 (2p̂ab − 1) ✭✷✳✷✽✮

❚❤❡ ❛%❝)✐♥❡ *%❛♥)❢♦%♠❛*✐♦♥ ❝♦♥✈❡%*) ❜✐♥♦♠✐❛❧❧② ❞✐)*%✐❜✉*❡❞ ❢%❡0✉❡♥❝✐❡) ✐♥*♦ ❛)②♠♣*♦*✐❝❛❧❧② ♥♦%✲

♠❛❧❧② ❞✐)*%✐❜✉*❡❞ ✈❛%✐❛❜❧❡) ✇✐*❤ ✈❛%✐❛♥❝❡ 1/mab✱ ✇❤❡%❡ mab ✐) *❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ❝❤♦✐❝❡) ❜❡*✇❡❡♥

)*✐♠✉❧✉) a ❛♥❞ )*✐♠✉❧✉) b✳ ❖✉% ❤②♣♦*❤❡)✐) ✐) *❤❛* θab ✐) ♥♦%♠❛❧❧② ❞✐)*%✐❜✉*❡❞ ✇✐*❤ ❡①♣❡❝*❛*✐♦♥ θ̂ab

❛♥❞ ✈❛%✐❛♥❝❡ 1/mab ❢♦% ❛❧❧ a < b✳ ❆) *❡)* )*❛*✐)*✐❝ ✇❡ ✉)❡

χ2 =
∑

a<b

mab(θab − θ̂ab)
2. ✭✷✳✷✾✮

■❢ *❤❡ ❤②♣♦*❤❡)✐) ✐) *%✉❡ *❤❡♥ *❤❡ *❡)* )*❛*✐)*✐❝ χ2
✐) ❛♣♣%♦①✐♠❛*❡❧② χ2

✲❞✐)*%✐❜✉*❡❞ ✇✐*❤

(

n−1
2

)

❞❡❣%❡❡) ♦❢ ❢%❡❡❞♦♠✳ ❚❤✉)✱ ❛* ❧❡✈❡❧ α ✇❡ ❤❛✈❡ *♦ ❝♦♠♣❛%❡ ♦✉% *❡)* )*❛*✐)*✐❝ *♦ *❤❡ 1− α 0✉❛♥*✐❧❡ ♦❢

*❤❡ χ2
✲❞✐)*%✐❜✉*✐♦♥ ✇✐*❤

(

n−1
2

)

❞❡❣%❡❡) ♦❢ ❢%❡❡❞♦♠✳

✷✳✸ ❈♦♥❥♦✐♥( ❛♥❛❧②,✐,

❈♦♥❥♦✐♥* ❛♥❛❧②)✐) ❤❛) ✐*) ♦%✐❣✐♥) ✐♥ ♠❛*❤❡♠❛*✐❝❛❧ ♣)②❝❤♦❧♦❣② ❬✹✶❪ ❛♥❞ ✐) *②♣✐❝❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♠❛%❦❡*

%❡)❡❛%❝❤ *♦ ✐♥✈❡)*✐❣❛*❡ ❝✉)*♦♠❡%)✬ ♣%❡❢❡%❡♥❝❡)✳ ■* ❝❛♥ ❜❡ ✉)❡❞ *♦ ❡✈❛❧✉❛*❡ ♣%❡❢❡%❡♥❝❡) ♦♥ ❛♥②

)*%✉❝*✉%❡❞ )❡* ♦❢ ✐*❡♠) ✐♥ ❛ ♣)②❝❤♦✲✈✐)✉❛❧ *❡)*✳

✷✳✸✳✶ ❈♦♥❥♦✐♥& %&)✉❝&✉)❡

■♥ *❤❡ ♣%❡✈✐♦✉) ♣❛%* ♦❢ *❤✐) ❝❤❛♣*❡% ✇❡ ❝♦♥)✐❞❡%❡❞ ❛ )❡* ♦❢ ✉♥)*%✉❝*✉%❡❞ )*✐♠✉❧✐✳ ◆♦✇ ✇❡ ❛))✉♠❡

*❤❛* *❤❡ )❡* A ♦❢ )*✐♠✉❧✐ ✐) )*%✉❝*✉%❡❞✱ ♥❛♠❡❧② ✇❡ ❛))✉♠❡ ✐* ✐) ❛ ♣❛%❛♠❡*❡%✐③❡❞ ❞♦♠❛✐♥✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❛

❞♦♠❛✐♥ ♣❛%❛♠❡*❡%✐③❡❞✱ ✐❢ ✐* ✐) ❣✐✈❡♥ ❛) ❛ ❈❛%*❡)✐❛♥ ♣%♦❞✉❝* A = A1 × . . . × Am ♦❢ ♣❛%❛♠❡*❡% )❡*)

A1, . . . , Am✳ ❊✈❡%② ❡❧❡♠❡♥* a ♦❢ A ✐) ❛ ✈❡❝*♦% a = (a1, . . . , am)✱ ✇❤❡%❡ ak ∈ Ak✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥*) ak

❛%❡ ❝❛❧❧❡❞ ♣❛%❛♠❡*❡% ❧❡✈❡❧)

✷

✱ m ✐) *❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ♣❛%❛♠❡*❡%)✳

✷

❋♦" ❡①❛♠♣❧❡ ❧❡) ❝♦♥,✐❞❡"❡❞ ✐)❡♠, ❜❡ ❞✐✛❡"❡♥) ②♦❣✉"),✳ ❚❤❡♥ ♣♦,,✐❜❧❡ ,❡) ♦❢ ♣❛"❛♠❡)❡", ❝❛♥ ❜❡ ❛, ❢♦❧❧♦✇,✿



✶✻ ❈❤❛♣$❡& ✷✳ )*②❝❤♦♣❤②*✐❝*

❖♥❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❝♦♥❥♦✐♥- ❛♥❛❧②/✐/ ✐/ -♦ ❞❡-❡1♠✐♥❡ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❡✈❡1② ♣❛1❛♠❡-❡1 ❧❡✈❡❧ ❝♦♥-1✐❜✉-❡/ -♦ -❤❡

♦❜/❡1✈❡❞ ♦✉-❝♦♠❡ ♦❢ ❛ ✭♣1❡❢❡1❡♥-✐❛❧✮ ❝❤♦✐❝❡ ♠❡❛/✉1❡♠❡♥-✖-❤✐/ ❝♦♥-1✐❜✉-✐♦♥ ✐/ ❝❛❧❧❡❞ -❤❡ ♣❛1-✲

✇♦1-❤ ♦❢ -❤❡ ♣❛1❛♠❡-❡1 ❧❡✈❡❧✳ ❆/ ❢♦1 -❤❡ ❞✐/❝1❡-❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧/ ✇❡ ❛//✉♠❡ -❤❛- ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ /❡- ♦❢

❝❤♦✐❝❡ ❞❛-❛ ♦♥ -❤❡ /-✐♠✉❧✉/ /❡- A✳ ❲❡ ✇❛♥- -♦ ❡/-✐♠❛-❡ -❤❡ ♣❛1-✲✇♦1-❤ ♦❢ ❛❧❧ -❤❡ ♣❛1❛♠❡-❡1 ✈❛❧✉❡/

❢1♦♠ -❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❞❛-❛✳

●✐❡/❡♥ ❬✷✻❪ ❡①-❡♥❞❡❞ -❤❡ ❧❡❛/- /E✉❛1❡/ ❛♣♣1♦❛❝❤ ❞❡/❝1✐❜❡❞ ❢♦1 ❞✐/❝1❡-❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧/ -♦ -❤❡ ♠✉❧-✐✲

♣❛1❛♠❡-❡1 ✭❝♦♥❥♦✐♥-✮ ❝❛/❡✳ ❚❤❡ ❡①-❡♥/✐♦♥ ❡♥-❛✐❧/ -♦ ❛♣♣❧② -❤❡ ❧❡❛/- /E✉❛1❡/ ♠❡-❤♦❞ ❢♦1 ❡❛❝❤

♣❛1❛♠❡-❡1 ✉/✐♥❣ ❚❤✉1/-♦♥❡✬/ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ♣1♦✈✐❞❡/ ❛♥ ✐♥✐-✐❛❧ /❡- ♦❢ ♣❛1-✲✇♦1-❤/✳ I❛1-✲✇♦1-❤/

❛1❡ ❝♦♠♣✉-❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥-❧② ❢♦1 ❡❛❝❤ ♣❛1❛♠❡-❡1✱ ❤❡♥❝❡ 1❡/❝❛❧✐♥❣ ♦❢ -❤❡/❡ ✈❛❧✉❡/ ✐/ ♥❡❡❞❡❞ -♦ ♠❛❦❡

-❤❡ /❝❛❧❡/ ♦❢ -❤❡ ❞✐✛❡1❡♥- ♣❛1❛♠❡-❡1/ ❝♦♠♣❛1❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♦✈❡1❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ /-✐♠✉❧✉/ ✐♥ A ✐/ -❤❡♥

♦❜-❛✐♥❡❞ ❜② /✉♠♠✐♥❣ ✉♣ -❤❡ 1❡✲/❝❛❧❡❞ ♣❛1-✲✇♦1-❤/ ♦❢ -❤❡ ♣❛1❛♠❡-❡1 ❧❡✈❡❧/ ♣1❡/❡♥- ✐♥ -❤❡ ♦❜❥❡❝-✳

■♥ -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✜1/- ♣1♦✈✐❞❡ ♠♦1❡ ❞❡-❛✐❧/ ♦♥ -❤❡ 1❡✲/❝❛❧✐♥❣ ❛♣♣1♦❛❝❤✳

✷✳✸✳✷ ❘❡✲&❝❛❧✐♥❣ ❢♦/ ❚❤✉/&3♦♥❡✬& ♠♦❞❡❧

◆♦-❡ -❤❛- ❚❤✉1/-♦♥❡✬/ ♠♦❞❡❧ ❤❛/ ❛ ❢1❡❡ ♣❛1❛♠❡-❡1 σ -❤❛- ✇❡ ✭✇✐-❤♦✉- ❧♦// ♦❢ ❣❡♥❡1❛❧✐-②✮ /❡- -♦ 1✳
◆♦✇✱ ❧❡- vk1

, . . . vknk
❜❡ -❤❡ /❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡/ ❝♦♠♣✉-❡❞ ❜② ✉/✐♥❣ ❚❤✉1/-♦♥❡✬/ ♠♦❞❡❧ ❢♦1 ❡✈❡1② ♣❛1❛♠❡-❡1

Ak ✇✐-❤ ❧❡✈❡❧/ ak1
, . . . aknk

✳ ❚♦ ❣❡- -❤❡ /❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ /-✐♠✉❧✉/ ✐♥ A ✇❡ /✉♠ ✉♣ ❛❧❧ -❤❡ /❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡/

✭♣❛1-✲✇♦1-❤✮ ♦❢ -❤❡ ♣❛1❛♠❡-❡1 ❧❡✈❡❧/ ♣1❡/❡♥- ✐♥ -❤❡ /-✐♠✉❧✉/✱ ✐✳❡✳✱ ✇❡ ❛//✉♠❡ ❛ ❧✐♥❡❛1 ♠♦❞❡❧✳ ❇✉-

❢♦1 -❤❡ ❧✐♥❡❛1 ♠♦❞❡❧ -♦ ❜❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✱ -❤❡ /❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡/ ❢♦1 ❞✐✛❡1❡♥- ♣❛1❛♠❡-❡1/ ♥❡❡❞ -♦ ❜❡ ♦♥

❝♦♠♣❛1❛❜❧❡ /❝❛❧❡/✳

❚♦ ♠❛❦❡ -❤❡ /❝❛❧❡/ ❢♦1 ❞✐✛❡1❡♥- ♣❛1❛♠❡-❡1/ ❝♦♠♣❛1❛❜❧❡ ✇❡ ♥♦1♠❛❧✐③❡ -❤❡♠ ❜② -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦1✲

♠❛❧✐③❛-✐♦♥ ♣1♦❝❡❞✉1❡✿ ❢♦1 ❛♥② /❡- ♦❢ ♣❛1❛♠❡-❡1✬/ ❧❡✈❡❧/Ak -❤❡ /❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡/ vk1 , . . . vknk
❛1❡ ♥♦1♠❛❧❧②

❞✐/-1✐❜✉-❡❞ ✇✐-❤ ✈❛1✐❛♥❝❡ σ2
k1 ❛♥❞ ❡①♣❡❝-❡❞ ✈❛❧✉❡ 0✳ ❚❤❡ σ2

k1 ✈❛❧✉❡/ ❛1❡ -❤❡♠/❡❧✈❡/ ❞1❛✇♥ ❢1♦♠

❛♥♦-❤❡1 ♥♦1♠❛❧ ❞✐/-1✐❜✉-✐♦♥ ✇✐-❤ ❡①♣❡❝-❡❞ ✈❛❧✉❡ 0 ❛♥❞ ✈❛1✐❛♥❝❡ σ2
k2✳ ❍❡♥❝❡✱ E✉❛❧✐-② ✈❛❧✉❡/ ❢♦1

-❤❡ ❧❡✈❡❧/ ♦❢ ♣❛1❛♠❡-❡1 Ak ❛1❡ ❞1❛✇♥ ❢1♦♠ ❛ ♥♦1♠❛❧ ❞✐/-1✐❜✉-✐♦♥ Nk ✇✐-❤ ✈❛1✐❛♥❝❡ σ2
k1 + σ2

k2 ❛♥❞

❡①♣❡❝-❡❞ ✈❛❧✉❡ 0 ✭❛/ -❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ -✇♦ ♥♦1♠❛❧ ❞✐/-1✐❜✉-✐♦♥/ ✇✐-❤ ❡①♣❡❝-❡❞ ✈❛❧✉❡ 0 ❛♥❞ ✈❛1✐✲

❛♥❝❡/ σ2
k1 ❛♥❞ σ2

k2✱ 1❡/♣❡❝-✐✈❡❧②✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ σ2
k1 ✐/ -❤❡ /❛♠❡ ❢♦1 ❛❧❧ aka

∈ Ak ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤♦/❡♥

/✉❝❤ -❤❛- -❤❡ E✉❛❧✐-② ✈❛❧✉❡/ ❢♦1 ❞✐✛❡1❡♥- ♣❛1❛♠❡-❡1/ ❛1❡ ❝♦♠♣❛1❛❜❧❡✳ ❲❡ ❛//✉♠❡✱ -❤❛-Nk ❛1❡ -❤❡

/❛♠❡ ❢♦1 ❛❧❧ k = 1 . . .m✳ ❚❤✐/ ❛//✉♠♣-✐♦♥ ✐/ E✉✐-❡ 1❡❛/♦♥❛❜❧❡ /✐♥❝❡ -❤❡ /❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡/ ❢♦1 -❤❡ ❞✐✛❡1❡♥-

♣❛1❛♠❡-❡1/ ❛1❡ ❛❧❧ ❝♦♠♣✉-❡❞ ❢1♦♠ -❤❡ /❛♠❡ ❞❛-❛❜❛/❡✳

❍❡♥❝❡✱ -❤❡ ✈❛❧✉❡ σ2
k1 + σ2

k2 ✐/ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥- ♦❢ k = 1, . . . ,m✳ ◆♦✇ ✇❡ ✇❛♥- -♦ ✜♥❞ ❛ 1❡✲/❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡

λ2
k✱ /✉❝❤ -❤❛- λ2

k(σ2
k1 + σ2

k2) = ❝♦♥/-✱ ✇❤❡1❡ -❤❡ ❝♦♥/-❛♥- ❞♦❡/ ♥♦- ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ k✳ ❲✐-❤♦✉- ❧♦//

♦❢ ❣❡♥❡1❛❧✐-② ✇❡ ❝❛♥ /❡- -❤❡ ❝♦♥/-❛♥- -♦ 1 ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡/ λ2
k(σ2

k1 + σ2
k2) = 1 ❢♦1 k = 1, . . . ,m✱ ♦1

λ2
k +λ2

kσ2
k1 = 1 ✐❢ ✇❡ ❛//✉♠❡ σ2

k2 = 1✳ ✭❆/ ♠❡♥-✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦1❡✱ ❢♦1 -❤❡ ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥ ♦♥ -❤❡ ♣❛1❛♠❡-❡1

❧❡✈❡❧ ✇❡ ❤❛❞ /❡- -❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ σ2
k2 -♦ 1✳✮ ■♥ -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✜① -❤❡ ♣❛1❛♠❡-❡1 k ❛♥❞ ❞1♦♣ ✐- ❢1♦♠

-❤❡ ✐♥❞❡①✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡/-✐♠❛-❡ σ1 ❢1♦♠ -❤❡ /❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡/ ❝♦♠♣✉-❡❞ ❢1♦♠ ❚❤✉1/-♦♥❡✬/ ♠♦❞❡❧ /❝❛❧❡❞ ❜②

λ✱ ✐✳❡✳✱ λva✱ ✇❤❡1❡ va ✐/ -❤❡ /❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❧❡✈❡❧ a✱ ❛/ ❢♦❧❧♦✇/✸✿

2σ2
1 = λ

∑n
a=1

∑n
b=1(va − vb)

2fab

2
∑n

a=1

∑n
b=1 fab

, ✭✷✳✸✵✮

• ❙■❩❊❂ ④✵✳✶✼✺❧✱ ✵✳✷❧✱ ✵✳✷✺❧⑥

•  ❆❈❑❆●❊ ❈❖▲❖❘❂ ④✇❤✐.❡✱ ❣2❡❡♥✱ ❜❧✉❡⑥

•  ❘■❈❊ ❂ ④✶✩✱ ✶✳✷✩✱ ✶✳✺✩⑥

• ❚❆❙❚❊❂ ④◆❛.✉2❛❧✱ ❱❛♥✐❧❧❛✱ ❙.2❛✇❜❡22✐❡C⑥

❚❤❡ ♣2♦✜❧❡ ♦❢ .❤❡ ②♦❣✉2. ✐C .❤❡♥ ❛ ✈❡❝.♦2 ✐♥ ❙■❩❊ ×  ❆❈❑❆●❊ ❈❖▲❖❘ ×  ❘■❈❊ × ❚❆❙❚❊✱ ❢♦2 ❡①❛♠♣❧❡ ✭✵✳✶✼✺❧✱

✇❤✐.❡✱ ✶✳✺✩✱ ◆❛.✉2❛❧✮✳

✸

◆♦.❡ .❤❛. ua − ub = va − vb + ǫa − ǫb✱ ✇❤❡2❡ ǫa − ǫb ✐C ♥♦2♠❛❧❧② ❞✐C.2✐❜✉.❡❞ ✇✐.❤ ③❡2♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛2✐❛♥❝❡ 2σ2

2
✱

❛♥❞ ❛❧C♦ ♥♦.❡ .❤❛. ✇❡ ❝♦♠♣✉.❡ .❤❡ va C❡..✐♥❣ σ2

2
= 1 ♥♦2♠❛❧✐③✐♥❣ ❜②

1

n

P

n

a=1
va = 0✳



✷✳✹✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧/ ✶✼

✇❤❡%❡ fab ✐' (❤❡ ❢%❡*✉❡♥❝② (❤❡ a✬(❤ ❧❡✈❡❧ ✐' ♣%❡❢❡%%❡❞ ♦✈❡% (❤❡ b✬(❤ ❧❡✈❡❧✳ 6❧✉❣❣✐♥❣ (❤❡ %❡'✉❧(✐♥❣

❡'(✐♠❛(❡ ❢♦% σ2
1 ✐♥(♦ λ2 + σ2

1λ2 = 1✱ ✇❡ ❣❡(✿

λ =
1

√

1 +
P

n
a=1

P

n
b=1(va−vb)2fab

2
P

n
a=1

P

n
b=1 fab

✭✷✳✸✶✮

◆♦✇ ❢♦% (❤❡ ✜①❡❞ ♣❛%❛♠❡(❡% k ✇❡ %❡✲'❝❛❧❡ (❤❡ '❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡' vk1 , . . . , vknk
❜② (❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λk ❛' ❞❡✜♥❡❞

❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ♥♦%♠❛❧✐③❡❞ '❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡' ♦❢ (❤❡ ♣❛%❛♠❡(❡% ❧❡✈❡❧' ❛%❡ ♦✉% ♣❛%(✲✇♦%(❤' (❤❛( ✇❡ ❛''✉♠❡ (♦

❝♦♥(%✐❜✉(❡ ❧✐♥❡❛%❧② (♦ (❤❡ *✉❛❧✐(② ♦❢ ❛ '(✐♠✉❧✉'✱ ✐✳❡✳✱ (❤❡ '❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ '(✐♠✉❧✉' (a1, . . . am) ∈ A
✐'

∑m
k=1 λkvk ✇❤✐❝❤ ✐' (❤❡ '✉♠ ♦❢ (❤❡ ♣❛%(✲✇♦%(❤' ♦❢ (❤❡ ♣❛%❛♠❡(❡% ❧❡✈❡❧' ♣%❡'❡♥( ✐♥ (❤❡ '(✐♠✉❧✉'✳

✷✳✸✳✸ ▲✐♥❡❛(✐)② ❛++✉♠♣)✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥❥♦✐♥) ❛♥❛❧②+✐+

❍❡%❡ ✇❡ ❞❡'❝%✐❜❡ ❤♦✇ (♦ (❡'( (❤❡ ❧✐♥❡❛%✐(② ❛''✉♠♣(✐♦♥ (❤❛( ✇❡ ♠❛❦❡ ❢♦% ❝♦♥❥♦✐♥( ❛♥❛❧②'✐'✳ ▲❡(A1

❛♥❞ A2 ❜❡ (✇♦ ♣❛%❛♠❡(❡%'✱ ❧❡( C = A1 ×A2 ❜❡ (❤❡ ♣❛%❛♠❡(❡% (❤❛( %❡'✉❧(' ❢%♦♠ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ A1 ❛♥❞

A2✱ ❛♥❞ ❧❡( c1, . . . , ck ❜❡ ✐(' ❧❡✈❡❧'✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉(❡ '❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡' ❢♦% (❤❡ ❧❡✈❡❧' ♦❢ C ✐♥ (✇♦ ❞✐✛❡%❡♥(

✇❛②'✳ ❋✐%'(✱ ❢♦% ❡✈❡%② ❧❡✈❡❧ ca = (ai1, ai2) ✇✐(❤ ai1 ∈ A1 ❛♥❞ ai2 ∈ A2 ✇❡ ❛❞❞ ✉♣ (❤❡ ❝♦♠♣❛%❛❜❧❡

'❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡' ❢♦% ai1 ❛♥❞ ai2 (❤❛( ✇❡ ❝♦♠♣✉(❡ ❛' ❞❡'❝%✐❜❡❞ ❜❡❢♦%❡✳ ▲❡( v1, . . . , vk ❜❡ (❤❡ %❡'✉❧(✐♥❣

'❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡'✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❚❤✉%'(♦♥❡✬' ♠❡(❤♦❞ ❞✐%❡❝(❧② (♦ (❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♣❛%❛♠❡(❡% C ❛♥❞

♠❛❦❡ (❤❡ %❡'✉❧(✐♥❣ '❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡' ❝♦♠♣❛%❛❜❧❡ ✇✐(❤ (❤❡ '❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡' ♦❢ ❛❧❧ ❧❡✈❡❧' ♦❢ (❤❡ ♣❛%❛♠❡(❡%'

❞✐✛❡%❡♥( ❢%♦♠ A1 ❛♥❞ A2✳ ❚❤✐' %❡'✉❧(' ✐♥ '❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡' v′1, . . . , v
′
k✳ ■❢ ❛❞❞✐(✐✈✐(② ❤♦❧❞'✱ (❤❡♥ ✇❡ ❡①♣❡❝(

(❤❛( va ≈ v′a✳ ❚❤✉'✱ ♦✉% ❤②♣♦(❤❡'✐' ✐' (❤❛( va = v′a ❢♦% ❛❧❧ 1 ≤ a ≤ k✳ ❆' ❛ (❡'( '(❛(✐'(✐❝ ✇❡ ✉'❡

χ2 =
k

∑

a=1

(va − v′a)2

σ2
a + σ′2

a

, ✭✷✳✸✷✮

✇❤❡%❡ σa ❛♥❞ σ′
a ❛%❡ ❝♦♠♣✉(❡❞ ❜② ❡%%♦% ♣%♦♣❛❣❛(✐♦♥ ❢%♦♠ (❤❡ ❡%%♦%' ♦❢ (❤❡ ♦❜'❡%✈❡❞ ❢%❡*✉❡♥❝✐❡'✳ ■❢

(❤❡ ❤②♣♦(❤❡'✐' ✐' (%✉❡ (❤❡♥ (❤❡ (❡'( '(❛(✐'(✐❝ χ2
✐' ❛♣♣%♦①✐♠❛(❡❧② χ2

✲❞✐'(%✐❜✉(❡❞ ✇✐(❤ k− 1 ❞❡❣%❡❡'

♦❢ ❢%❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡ ❤②♣♦(❤❡'✐' ✐' %❡❥❡❝(❡❞ ❛( ❛ '✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ α ✐❢ χ2 > χ2
1−α,k−1 ✇❤❡%❡ χ2

1−α,k−1

✐' (❤❡ 1 − α *✉❛♥(✐❧❡ ♦❢ (❤❡ χ2
✲❞✐'(%✐❜✉(✐♦♥ ✇✐(❤ k − 1 ❞❡❣%❡❡' ♦❢ ❢%❡❡❞♦♠✳
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♥♦%♠❛❧ ❞✐'(%✐❜✉(✐♦♥✳ ■♥ ♦(❤❡% ❝❛'❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ '❡❡ '❡♣❛%❛(❡ ♣❛%(' ♦❢ (❤❡ ❝✉%✈❡✱ ❝♦♠♣❛%❡ ❋✐❣✉%❡ ✷✳✷✳
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❲❡ ❝❛♥ ♥❛(✉%❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛(❡ ❛♥② '✉❜'❡( ♦❢ (❤❡ ❞❛(❛ ✐♥ (❤❡ '❛♠❡ ✇❛② ❛' (❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛(❛ '❡(✳ ❍♦✇❡✈❡%✱

'♣❧✐((✐♥❣ (❤❡ ❞❛(❛ ✐♠♣❧✐❡' %❡❞✉❝✐♥❣ (❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ❝♦♠♣❛%✐'♦♥'✳ ❚♦ ❛❧❧❡✈✐❛(❡ (❤✐' ✐''✉❡✱



✶✽ ❈❤❛♣$❡& ✷✳ )*②❝❤♦♣❤②*✐❝*

-3

-2

-1

0

1

2

3

Algorithms sorted by utilities

Q
u

a
lit

y
 s

c
a

le

Sorted utilities

Inverse cumulative normal distribution

-2

-1

0

1

2

Algorithms sorted by utilities

Q
u
a
lit

y
 s

c
a
le

❛ ❜

❋✐❣✳ ✷✳✷✿ ❛✮ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ 4❤❡ ♣♦66✐❜❧❡ ❞✐648✐❜✉4✐♦♥ ♦❢ 6❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡6 ✇✐4❤♦✉4 ❛ ❞♦♠✐♥❛4✐♥❣ ♣❛8❛♠❡4❡8

❜✮ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ 4❤❡ ♣♦66✐❜❧❡ ❞✐648✐❜✉4✐♦♥ ♦❢ 6❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡6 ✇✐4❤ ❛ ❞♦♠✐♥❛4✐♥❣ ♣❛8❛♠❡4❡8✳

✇❡ ❝❛♥ ✉6❡ ❛ ❧✐♥❡❛8 ❝♦♠❜✐♥❛4✐♦♥ ♦❢ ❣8♦✉♣✲✇✐6❡ ✭svind✮ ❛♥❞ ❣❡♥❡8❛❧ 6❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡ ✭svgen✮✳

6✈ = α · 6✈gen + (1 − α) · 6✈ind ✭✷✳✸✸✮

❚❤❡ α ✐6 ❝❤♦6❡♥ 4♦ ♠❛①✐♠✐③❡ 4❤❡ ❤✐4 8❛4❡ ✭❝♦♠♣❛8❡ ❙❡❝4✐♦♥ ✷✳✻✮ ♦♥ 4❤❡ 4❡64 6❡4✳
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❆ ❣♦♦❞ ❡88♦8 ❡64✐♠❛4✐♦♥ ✐6 ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦8❞❡8 4♦ ❣❛✉❣❡ 4❤❡ 64❛4✐64✐❝❛❧ 6✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡8❡♥❝❡6 ❜❡4✇❡❡♥

6❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡6✳ ❊✈❡♥ 4❤♦✉❣❤ ❛ 4❤♦8♦✉❣❤ 48❡❛4♠❡♥4 ♦❢ 4❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ 64❛4✐64✐❝❛❧ ❡88♦86 ✐6 ♦❢4❡♥ ♥❡❣❧❡❝4❡❞✳

▼♦8♦✈✐❝ ❬✹✽❪ ❣✐✈❡6 ❛ 6✐♠♣❧❡ ❢♦8♠✉❧❛ 4♦ ❡64✐♠❛4❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥4❡8✈❛❧6✳ ■4 ❜❛6✐❝❛❧❧② 6❝❛❧❡6 ✇✐4❤ 4❤❡

6M✉❛8❡ 8♦♦4 ♦❢ 4❤❡ ♥✉♠❜❡8 ♦❢ ♦❜6❡8✈❛4✐♦♥6 N ♣❡8 ♣❛✐8 ♦❢ 64✐♠✉❧✐ ❜✉4 ♥♦4 ✇✐4❤ 4❤❡ ♥✉♠❜❡8 ♦❢ 64✐♠✉❧✐

n✳ ❚❤✐6 ♠❡4❤♦❞6 ❤❛6 ❜❡❡♥ ✉6❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ♣6②❝❤♦✲✈✐6✉❛❧ 64✉❞✐❡6 ♦♥ ❣❛♠✉4 ♠❛♣♣✐♥❣✱ 4❤♦✉❣❤ ♦♥❧② ❛

❢❡✇ ♦❢ 4❤❡♠ ❝✐4❡ 4❤❡ ✉6❡❞ ❢♦8♠✉❧❛ ❡①♣❧✐❝✐4❧② ❬✸✷❪✳ ❚❤❡ ❈■❊✲❣✉✐❞❡❧✐♥❡6 ❬✶✷❪ ♦♥❧② ❣✐✈❡ ❛ 8❡❢❡8❡♥❝❡ 4♦

▼♦8♦✈✐❝✬6 4❤❡6✐6 ❬✹✽❪ ❝♦♥❝❡8♥✐♥❣ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥4❡8✈❛❧6 ❢♦8 ♣❛✐8❡❞ ❝♦♠♣❛8✐6♦♥6✳

■♥ ❛ 8❡❝❡♥4 ♣❛♣❡8✱ ▼♦♥4❛❣ ❬✹✻❪ ❤❛6 ✐♥✈❡64✐❣❛4❡❞ 4❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ 4❤❡ ♥✉♠❜❡8 ♦❢ 64✐♠✉❧✐ n ✉6✐♥❣

▼♦♥4❡ ❈❛8❧♦ 6✐♠✉❧❛4✐♦♥6 ❛♥❞ ❤❛6 ❞❡8✐✈❡❞ ❛♥ ❡♠♣✐8✐❝❛❧ ❢♦8♠✉❧❛ ✇❤❡8❡ 4❤❡ ❡64✐♠❛4❡❞ ❡88♦8 6❝❛❧❡ ✇✐4❤
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❞❛4❛ ❛♥❛❧②6✐6 ❛♥❞ ❛ ❞✐8❡❝4 ❛♣♣❧✐❝❛4✐♦♥ 4♦ 4❤❡ 64❛♥❞❛8❞ ❡✈❛❧✉❛4✐♦♥ ♦❢ ❚❤✉864♦♥❡✬6 ❈❛6❡ ❱ ❝❛6❡ ✐6 ♥♦4

♦❜✈✐♦✉6✳

❍❡8❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ❞✐8❡❝4 ❞❡8✐✈❛4✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡88♦8 ❡64✐♠❛4✐♦♥ ❢♦8 ❚❤✉864♦♥❡✬6 ❈❛6❡ ❱ ❛♥❞ ✐46 8❡6❝❛❧✐♥❣

❢♦8 ❝♦♥❥♦✐♥4 ❛♥❛❧②6✐6✳ ■4 ✐6 ❜❛6❡❞ ♦♥ ❡88♦8 ♣8♦♣❛❣❛4✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉6❡ ▼♦♥4❡ ❈❛8❧♦ 6✐♠✉❧❛4✐♦♥6 4♦

❝♦♠♣❛8❡ 4❤❡ 8❡6✉❧46 ✇✐4❤ 4❤❡ ♦4❤❡8 ❝♦♠♠♦♥❧② ✉6❡❞ ♠❡4❤♦❞6 ❛♥❞ 4♦ ✜♥❞ 4❤❡ 8❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐4②
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▼♦8♦✈✐❝ ❬✹✽✱ ❈❤❛♣4❡8 ✹❪ ❣✐✈❡6 4❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦8♠✉❧❛ 4♦ ❡64✐♠❛4❡ 4❤❡ 95 ♣❡8❝❡♥4 ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥4❡8✈❛❧✿
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▼♦♥$❛❣ ❬✹✻❪ ❤❛4 ♣✉❜❧✐4❤❡❞ ❛♥ ❡♠♣✐0✐❝❛❧ ❢♦0♠✉❧❛ ❜❛4❡❞ ♦♥ ▼♦♥$❡ ❈❛0❧♦ 4✐♠✉❧❛$✐♦♥4✳ ■$ 4❤♦✇4 $❤❡

❡①♣❡❝$❡❞ ❛♣♣0♦①✐♠❛$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ $❤❡ ❡4$✐♠❛$❡❞ ❡00♦0 ✇✐$❤ $❤❡ 4G✉❛0❡ 0♦♦$ ♦❢ $❤❡ ♣0♦❞✉❝$ ♦❢N
❛♥❞ n✳

Ee = b1(n − b2)
b3(N − b4)

b5
✭✷✳✸✻✮

✇✐$❤ b1 = 1.76✱ b2 = −3.08✱ b3 = −0.613✱ b4 = 2.55 ❛♥❞ b5 = −0.491✳

✷✳✺✳✸ ❆♥❛❧②&✐❝ ❡,,♦, ❡*&✐♠❛&✐♦♥

❍❡0❡ ✇❡ ❞❡0✐✈❡ ❛♥ ❛♥❛❧②$✐❝ ❡00♦0 ❡4$✐♠❛$❡ ❢♦0 ❚❤✉04$♦♥❡✬4 ♠❡$❤♦❞✳ ❚❤❡ ❜❛4✐❝ ❛♣♣0♦❛❝❤ ✐4 $♦

❡4$✐♠❛$❡ $❤❡ ❡00♦0 ✐♥ $❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❤♦✐❝❡ ♣0♦❝❡44 ❛♥❞ $❤❡♥ ♣0♦♣❛❣❛$✐♥❣ $❤❡ ❡00♦0 $❤0♦✉❣❤ $❤❡ ❞❛$❛

❡✈❛❧✉❛$✐♦♥ 4$❡♣4✿ $❤✐4 ♣0♦❝❡44 ♦❢ ❝❤♦♦4✐♥❣ ♦♥❡ ✐♠❛❣❡ ❢0♦♠ $❤❡ ♣❛✐0 ♦❢ ✐♠❛❣❡4 ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛4

❛ ❇❡0♥♦✉❧❧✐ $0✐❛❧ ✇✐$❤ 4✉❝❝❡44 ♣0♦❜❛❜✐❧✐$② pab✳ ❚❤❡ 4$❛♥❞❛0❞ ❞❡✈✐❛$✐♦♥ ❢♦0 pab ❡G✉❛❧4 $❤❡ 4$❛♥❞❛0❞

❞❡✈✐❛$✐♦♥ ❢♦0 ❛ ❇❡0♥♦✉❧❧✐ ✈❛0✐❛❜❧❡ ✐♥ N $0✐❛❧4

σpab
=

√

pab(1 − pab)

N
✭✷✳✸✼✮

❆4 ✇❡ ❛♣♣0♦①✐♠❛$❡ pab ❜② $❤❡ ❡♠♣✐0✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ qab $❤❡ ❡4$✐♠❛$❡❞ ❡00♦0 Eqab
❢♦0 $❤❡ ♣0♦♣♦0$✐♦♥ qab

❝❛♥ ❜❡ ✇0✐$$❡♥ ❛4

Eqab
= σqab

=

√

qab(1 − qab)

fab + fba + 2δ
. ✭✷✳✸✽✮

❚♦ ❝♦♠♣✉$❡ $❤❡ ❡00♦04 ♦❢ $❤❡ ❡♥$0✐❡4 zab ✐♥ $❤❡ Z ♠❛$0✐①✱ ✇❡ ♣0♦♣❛❣❛$❡ $❤❡ ❡00♦0 ✉4✐♥❣ ❡G✉❛$✐♦♥ ✭✷✳✻✮

Ezab
= Eqab

√
2σ

d

dqab
Φ−1(qab). ✭✷✳✸✾✮

❯4✐♥❣ ❡G✉❛$✐♦♥ ✭✷✳✶✺✮ $❤❡ ❡00♦04 ♦❢ $❤❡ 4❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡4 va ❛0❡ ❝♦♠♣✉$❡❞ ❛4

Eva
=

1

n

√

∑

b∈A;a6=b

E2
zab

. ✭✷✳✹✵✮

✷✳✺✳✹ ❆♣♣,♦①✐♠❛&✐♦♥ ♦❢ ❡,,♦,*

❆♥ ❛♣♣0♦①✐♠❛$❡ ❡00♦0 ❡4$✐♠❛$❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡0✐✈❡❞ ❢♦0 ❚❤✉04$♦♥❡✬4 ❈❛4❡ ❱ ✐❢ $❤❡ ♣0♦❜❛❜✐❧✐$✐❡4 pab ❛0❡

♥♦$ ❢❛0 ❢0♦♠ 1/2✳ ❚❤❡♥ $❤❡✐0 4$❛♥❞❛0❞ ❞❡✈✐❛$✐♦♥ ✐4

Eqab
≈ const =

√

1

4N
✭✷✳✹✶✮

❛♥❞ $❤❡ ❡00♦0 ♦❢ $❤❡ ❩✲♠❛$0✐① ❡❧❡♠❡♥$4 zab ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣0♦①✐♠❛$❡❞ ❛4

Ez ≈
√

2σ

√

1

4N

d

dq
Φ−1(q = 0.5) =

√
2σ

√

π

2N
✭✷✳✹✷✮



✷✵ ❈❤❛♣$❡& ✷✳ )*②❝❤♦♣❤②*✐❝*

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥' ♦❢ a ❛♥❞ b✳ ❆--✉♠✐♥❣ σ = 1/
√

2 '❤❡ ❡22♦2 ❢♦2 '❤❡ -❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡- va ✐- ❛♣♣2♦①✐♠❛'✐✈❡❧②

Ev ≈ 1

n

√

π(n − 1)

N
✭✷✳✹✸✮

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥' ♦❢ a✳

✷✳✺✳✺ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ ❡''♦' ❡/+✐♠❛+✐♦♥

❊①♣❡2✐♠❡♥'❛❧ ❡22♦2 ❡-'✐♠❛'✐♦♥ ✐- ❜❛-❡❞ ♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛--✉♠♣'✐♦♥-✳ ■' -❛♠♣❧❡- '❤❡ ❡22♦2 ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣

'❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❞❛'❛ 2❛♥❞♦♠❧② ✐♥'♦ '✇♦ ❣2♦✉♣-✳ ❋♦2 ❜♦'❤ ❣2♦✉♣-✱ -❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡- ❛2❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❝♦♠♣✉'❡❞

❛♥❞ ❡22♦2- ❛2❡ ❡-'✐♠❛'❡❞ ❢2♦♠ '❤❡ ❞✐✛❡2❡♥❝❡- ♦❢ '❤❡ ✈❛❧✉❡- ♦❜'❛✐♥❡❞ ❢2♦♠ ❜♦'❤ ❣2♦✉♣-✳ ❚❤✐-

♣2♦❝❡-- ✐- 2❡♣❡❛'❡❞ -❡✈❡2❛❧ '✐♠❡- ❛♥❞ '❤❡ 2❡-✉❧'- ❛2❡ ❛✈❡2❛❣❡❞ '♦ ✐♥❝2❡❛-❡ '❤❡ ❛❝❝✉2❛❝② ♦❢ '❤❡ ❡22♦2

❡-'✐♠❛'✐♦♥✳ ■❢ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ❛--✉♠♣'✐♦♥ ❛2❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ '❤✐- ❡22♦2 ❡-'✐♠❛'✐♦♥ -❤♦✉❧❞ ❞❡❧✐✈❡2 '❤❡ -❛♠❡

✈❛❧✉❡- ❛- ♦❜'❛✐♥❡❞ ❢2♦♠ ❛♥❛❧②'✐❝ ❡22♦2 ❡-'✐♠❛'✐♦♥✳

❆ -♣❡❝✐❛❧ ♦♣'✐♦♥ ♦❢ '❤✐- ♠❡'❤♦❞ ✐- '♦ '❡-' ❢♦2 ❤❡'❡2♦❣❡♥❡✐'② ❛♠♦♥❣ '❤❡ ♦❜-❡2✈❡2- ✭♦2 ❛♠♦♥❣ '❤❡

✐♠❛❣❡-✮✳ ■♥ '❤✐- ❝❛-❡ ❞❛'❛ ❢2♦♠ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜-❡2✈❡2- ✭♦2 ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♠❛❣❡-✮ ❛2❡ 2❛♥❞♦♠❧② ❞✐✈✐❞❡❞

✐♥'♦ '✇♦ ❣2♦✉♣- ❛♥❞ ❡22♦2- ❛2❡ ❝♦♠♣✉'❡❞ ❢2♦♠ '❤❡ ❛✈❡2❛❣❡ ❞✐✛❡2❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡ -❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡- ❜❡'✇❡❡♥

'❤❡ '✇♦ ❣2♦✉♣-✳ ❍❡♥❝❡ ❡22♦2 ❡-'✐♠❛'✐♦♥ ✉-✐♥❣ -✉❝❤ ❜✐❛-❡❞ -❛♠♣❧✐♥❣- ❛❧❧♦✇- ✉- '♦ '❡-' ✇❤❡'❤❡2 '❤❡

❝❤♦✐❝❡- ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜-❡2✈❡2- ✭♦2 ✐♠❛❣❡-✮✳

✷✳✺✳✻ ❙✐♠✉❧❛+✐♦♥

❲❡ ✉-❡❞ ▼♦♥'❡ ❈❛2❧♦ -✐♠✉❧❛'✐♦♥ ✐♥ ♦2❞❡2 '♦ ❝♦♠♣❛2❡ '❤❡ ❞✐✛❡2❡♥' ❡22♦2 ❡-'✐♠❛'❡- ❛♥❞ '♦ ✐♥✈❡-'✐❣❛'❡

'❤❡✐2 ✈❛❧✐❞✐'② ❛- ❛ ❢✉♥❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♥✉♠❜❡2 ♦❢ ♦❜-❡2✈❛'✐♦♥-N ✱ '❤❡ ♥✉♠❜❡2 ♦❢ -'✐♠✉❧✐ n ❛♥❞ '❤❡ -❝❛❧❡

✈❛❧✉❡ 2❛♥❣❡✳ ❋♦2 ❛❧❧ -✐♠✉❧❛'✐♦♥-✱ ✇❡ ❛--✉♠❡❞ ❛ ♣-②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥'✐♥✉♦✉- -❝❛❧❡ '❤❛' ❝♦♥❢♦2♠- '♦

❚❤✉2-'♦♥❡✬- ❈❛-❡ ❱✱ ✐✳❡✳✱ '❤❡ ❞✐-❝2✐♠✐♥❛❧ ❞✐✛❡2❡♥❝❡- ❢♦❧❧♦✇ ❛ ●❛✉--✐❛♥ ❞✐-'2✐❜✉'✐♦♥ ♦❢ ❡L✉❛❧ ✇✐❞'❤

❛♥❞ ♥♦ ❝♦22❡❧❛'✐♦♥ ❡①✐-'- ❜❡'✇❡❡♥ '✇♦ -'✐♠✉❧✐ a ❛♥❞ b✳ ❋✉2'❤❡2♠♦2❡✱ ✇❡ ❛--✉♠❡❞ ♥♦ ❝♦22❡❧❛'✐♦♥ ✐♥

'❤❡ 2❡-♣♦♥-❡- ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜-❡2✈❡2 ♥♦2 ✐♥ 2❡-♣♦♥-❡- ❢♦2 ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✉- ✇❡ ❛--✉♠❡❞

✐❞❡❛❧ ❝♦♥❞✐'✐♦♥- ❢♦2 '❤❡ -✐♠✉❧❛'❡❞ ❡①♣❡2✐♠❡♥'-✳

❙✐♠✉❧❛$✐♦♥ ❢♦& *♠❛❧❧ *❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡*

■♥ '❤❡ ✜2-' ❡①♣❡2✐♠❡♥'- ✇❡ ✉-❡❞ ♦♥❧② -'✐♠✉❧✐ ✇✐'❤ -♠❛❧❧ -❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡ ❞✐✛❡2❡♥❝❡- ❝♦♠♣❛2❡❞ '♦ '❤❡

✇✐❞'❤ ♦❢ '❤❡ ❞✐-'2✐❜✉'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❞✐-❝2✐♠✐♥❛❧ ♣2♦❝❡--✳ ❲❡ ✉-❡❞ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥✉♠❜❡2 ♦❢ -'✐♠✉❧✐

n = [4, 7, 10, 15] ❛♥❞ '❤❡ ♥✉♠❜❡2 N ♦❢ ♦❜-❡2✈❛'✐♦♥- ♣❡2 ♣❛✐2 ♦❢ -'✐♠✉❧✐ ✇❛- ✐♥ '❤❡ 2❛♥❣❡ ♦❢ [10...60]✳
❚❤❡ n -❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡- ✇❡2❡ ❛--✉♠❡❞ '♦ ❜❡ ✉♥✐❢♦2♠❧② ❞✐-'2✐❜✉'❡❞ ✐♥ '❤❡ 2❛♥❣❡ [−0.25... + 0.25]✳ ❊✈❡2②
❡①♣❡2✐♠❡♥' ✇❛- 2❡♣❡❛'❡❞ ✶✵✬✵✵✵ '✐♠❡-✳ ❚❤❡ -✐♠✉❧❛'❡❞ ❡22♦2 Es ♦❢ '❤❡ -❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡- ✐- ❝❛❧❝✉❧❛'❡❞

✉-✐♥❣ '❤❡ -'❛♥❞❛2❞ ❞❡✈✐❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ -❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡- ❢2♦♠ '❤❡ ❡①♣❡2✐♠❡♥'-✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡2❡♥' ✈❛❧✉❡- ❢♦2 '❤❡

❜✐❛- ❝♦22❡❝'✐♦♥ δ✱ δ = [0.1, 0.5]✱ ✇❡2❡ ✉-❡❞ ✐♥ '❤❡ -✐♠✉❧❛'✐♦♥✳

■♥ ❋✐❣✉2❡ ✷✳✸✱ '❤❡ ❡①♣❡2✐♠❡♥'❛❧ ❡22♦2 ✐- ❝♦♠♣❛2❡❞ '♦ '❤❡ ❞✐✛❡2❡♥' ❡22♦2 ❡-'✐♠❛'❡- Em ✭❡L✳ ✷✳✸✺✮✱

Ee ✭❡L✳ ✷✳✸✻✮ ❛♥❞ Ev ✭❡L ✷✳✹✸✮✳ ❚❤❡ ❡22♦2 Em ❣❡♥❡2❛❧❧② ♦✈❡2❡-'✐♠❛'❡- '❤❡ -✐♠✉❧❛'❡❞ ❡22♦2✳ ❚❤❡

♦✈❡2❡-'✐♠❛'✐♦♥ ✐♥❝2❡❛-❡- ✇✐'❤ '❤❡ ♥✉♠❜❡2 n ♦❢ -'✐♠✉❧✐✳ ❚❤❡ ❡22♦2 ❡-'✐♠❛'❡- Ee ❛♥❞ Ev ❛2❡ ✐♥ ❣♦♦❞

❛❣2❡❡♠❡♥' ✇✐'❤ '❤❡ -✐♠✉❧❛'❡❞ ❡22♦2 ❢♦2 ❛❧❧ ✐♥✈❡-'✐❣❛'❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛'✐♦♥- ♦❢ n ❛♥❞ N ✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡2❡♥❝❡-

❜❡'✇❡❡♥ Ee ❛♥❞ Ev ❣❡' -♠❛❧❧❡2 ✇✐'❤ ❤✐❣❤❡2 N ✳ ❋♦2 -♠❛❧❧ N ✱ '❤❡ ❞✐✛❡2❡♥❝❡- ❛2❡ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ '♦ '❤❡

✉-❡ ♦❢ ❞✐✛❡2❡♥' ❜✐❛- ❝♦22❡❝'✐♦♥ ✈❛❧✉❡- δ✳ ❙✐♠✉❧❛'❡❞ ❡22♦2- ✉-✐♥❣ ❛ ❜✐❛- ❝♦22❡❝'✐♦♥ δ = 0.1 ❢♦❧❧♦✇

▼♦♥'❛❣✬- ❡22♦2 ❡-'✐♠❛'✐♦♥ Ee✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ✉-❡ ♦❢ δ = 0.5 ✐- ✐♥ ❜❡''❡2 ❛❣2❡❡♠❡♥' ✇✐'❤ Ev✳
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❋✐❣✳ ✷✳✸✿ ❙✐♠✉❧❛-❡❞ 0❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡ ❡33♦30 ES ❝♦♠♣❛3❡❞ -♦ ❡33♦3 ❡33♦3 ❡0-✐♠❛-❡ Em ✭❡7✳ ✷✳✸✺✮✱ Ee

✭❡7✳ ✷✳✸✻✮ ❛♥❞ Ev ✭❡7 ✷✳✹✸✮✳

❙✐♠✉❧❛(✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡--♦-.

❚❤❡ ❡0-✐♠❛-❡❞ ❡33♦3 Eva
✐♥ ❡7✳ ✷✳✹✵ 0❤♦✇0 ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ -❤❡ 0❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡✳ ■♥ ❛ 0❡❝♦♥❞ 0✐♠✉❧❛-✐♦♥✱

-❤✐0 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❤❛0 ❜❡❡♥ ✐♥✈❡0-✐❣❛-❡❞✳ ❲❡ ✉0❡❞ ❛♥ ❡①♣❡3✐♠❡♥- ✇✐-❤ -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥✉♠❜❡30 ♦❢

0-✐♠✉❧✐ n = [4, 8, 16]✳ ❚❤❡ n 0❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡0 ✇❡3❡ ❛00✉♠❡❞ -♦ ❜❡ ✉♥✐❢♦3♠❧② ❞✐0-3✐❜✉-❡❞ ✐♥ -❤❡ 3❛♥❣❡

[−1.0... + 1.0]✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡3 ♦❢ ♦❜0❡3✈❛-✐♦♥ ✇❛0 ✜①❡❞ -♦ ❛ 3❛-❤❡3 ❧❛3❣❡ ♥✉♠❜❡3 N = 200 -♦ ❛✈♦✐❞ ❛

0✐❣♥✐✜❝❛♥- ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ -❤❡ ❜✐❛0 ♦✛0❡-✳ ❚❤❡ 3❡0✉❧-0 ❛3❡ 0❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉3❡ ✷✳✹✳ ❚❤❡ 0✐♠✉❧❛-❡❞ ❡33♦3Es

✐0 ✐♥❝3❡❛0✐♥❣ ✇✐-❤ ❤✐❣❤❡3 0❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡0✳ ❚❤✐0 ✐♥❝3❡❛0❡ ✐0 ♥✐❝❡❧② 3❡♣3♦❞✉❝❡❞ ❜② -❤❡ ❡33♦3 ❡0-✐♠❛-✐♦♥

Eva
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡7✳ ✷✳✹✵✳ ❚❤❡ ❡33♦3 ❛♣♣3♦①✐♠❛-✐♦♥ Ev ❣✐✈❡0 ❛ ❧♦✇❡3 ❧✐♠✐- ❢♦3 -❤❡ 0✐♠✉❧❛-❡❞ ❡33♦3✳ ❚❤❡

0❛♠❡ ✐0 -3✉❡ ❢♦3 Ee ✇❤✐❝❤ ❢♦3 -❤✐0 ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡3 N ✐0 ❜❛0✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥-✐❝❛❧ -♦ Ev✳

✷✳✺✳✼ ❆❝❝✉'❛❝② ♦❢ ❡''♦' ❡-.✐♠❛.✐♦♥

❆ -❤✐3❞ 0❡3✐❡0 ♦❢ 0✐♠✉❧❛-✐♦♥ ❡①♣❡3✐♠❡♥-0 ❤❛0 ❜❡❡♥ ♣❡3❢♦3♠❡❞ -♦ -❡0- -❤❡ ❛❝❝✉3❛❝② ♦❢ -❤❡ ❢♦✉3 ❡33♦3

❡0-✐♠❛-❡0 Em✱ Ee✱ Ev ❛♥❞ Eva
❛0 ❛ ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ ◆✱ n ❛♥❞ -❤❡ 0❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡ 3❛♥❣❡✳ ❋♦3 -❤✐0 ♣✉3♣♦0❡✱ ✇❡

✐♥✈❡0-✐❣❛-❡ -❤❡ 3❡❧❛-✐✈❡ ❛❝❝✉3❛❝② ✐♥ ♣❡3❝❡♥-❛❣❡ ♦❢ -❤❡ ❡33♦3 ❝♦♠♣❛3❡❞ -♦ -❤❡ 0✐♠✉❧❛-❡❞ ❡33♦3✳ ❲✐-❤✐♥

♦♥❡ 0♣❡❝✐✜❝ ❡①♣❡3✐♠❡♥-✱ -❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ 3❡❧❛-✐✈❡ ❞❡✈✐❛-✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡0-✐♠❛-❡❞ ❡33♦3 ❢3♦♠ -❤❡ 0✐♠✉❧❛-❡❞

❡33♦3 ✇❛0 -❛❦❡♥ ❛0 ❛ ♠❡❛0✉3❡ ❢♦3 -❤❡ ❛❝❝✉3❛❝② ♦❢ ❛♥ ❡0-✐♠❛-❡❞ ❡33♦3✳ ✹✵ ❞✐✛❡3❡♥- 0❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡ 3❛♥❣❡0

✇❡3❡ ✉0❡❞ ✉♣ -♦ [−2.0 . . . 2.0]✱ N ✇❛0 ✐♥ -❤❡ 3❛♥❣❡ [2 . . . 100] ✐♥ 0-❡♣0 ♦❢ ✷ ❛♥❞ -❤❡ ♥✉♠❜❡3 ♦❢ 0-✐♠✉❧✐

n ✇❛0 ✐♥ [3; 4; 5; 8; 12; 16]✳ ❋♦3 ❡✈❡3② ❡①♣❡3✐♠❡♥-✱ 0❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡0 ❢♦3 n 0-✐♠✉❧✐ ✇❡3❡ 0❡❧❡❝-❡❞ ❛0 ❢♦❧❧♦✇0✿

n ✈❛❧✉❡0 xa ✇❡3❡ 3❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦0❡♥ ✐♥ -❤❡ 3❛♥❣❡ [−1.0 . . .+1.0]✳ ❚❤❡♥✱ -❤❡0❡ ✈❛❧✉❡0 ✇❡3❡ 0❝❛❧❡❞ 0✉❝❤

-❤❛- -❤❡ ❞✐✛❡3❡♥❝❡ ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ 0❝❛❧❡ ❝♦33❡0♣♦♥❞❡❞ -♦ -❤❡ -❛3❣❡- 0❝❛❧❡

✈❛❧✉❡ 3❛♥❣❡✳ ❋♦3 ❡✈❡3② ❝♦♠❜✐♥❛-✐♦♥ ♦❢ ◆✱ n ❛♥❞ 0❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡ 3❛♥❣❡0✱ -❤❡ ❡①♣❡3✐♠❡♥- ✇❛0 3❡♣❡❛-❡❞

❛- ❧❡❛0- ✷✵✵✵ -✐♠❡0 ❛♥❞ 0✐♠✉❧❛-❡❞ ❡33♦30 Es✱ ❛✈❡3❛❣❡ 0❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡ ❡33♦30 Eva
✱ ❛♣♣3♦①✐♠❛-❡ ❡33♦30

Em ❛♥❞ Ee ✇❡3❡ ❝❛❧❝✉❧❛-❡❞✳ ■♥ ❋✐❣✉3❡ ✷✳✶✱ ✇❡ 0❤♦✇ -❤❡ 3❡0✉❧-0 ❢♦3 ✸✱ ✺ ❛♥❞ ✽ 0-✐♠✉❧✐✳ ❚❤❡ ❡33♦3

❡0-✐♠❛-✐♦♥ Em ✐0 ❛❝❝✉3❛-❡ ✐♥ ❛ 3❛♥❣❡ ♦❢ ✷✵✪ ♦❢ 0✐♠✉❧❛-❡❞ ❡33♦3 ♦♥❧② ❢♦3 n ❂ ✸✳ ■- ✐0 ♥♦- ❛❝❝✉3❛-❡

❢♦3 ❧❛3❣❡3 ♥✉♠❜❡3 ♦❢ 0-✐♠✉❧✐✳ ❚❤✐0 ❝♦♥✜3♠0✱ -❤❛- -❤❡ ❡33♦3 ❡0-✐♠❛-✐♦♥ Em 0❤♦✉❧❞✱ ✐❢ ❛- ❛❧❧✱ ❜❡

✉0❡❞ ♦♥❧② ❢♦3 ❛ 0♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡3 ♦❢ 0-✐♠✉❧✐✱ ✐✳❡✳✱ 0♠❛❧❧❡3 -❤❛♥ ✜✈❡✳ ❚❤❡ ❡33♦3 ❡0-✐♠❛-✐♦♥0 Ee ❛♥❞ Ev

❤❛✈❡ 3❡❣✐♦♥0 ✇✐-❤ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉3❛❝② ❢♦3 ❛❧❧ ♥✉♠❜❡30 ♦❢ 0-✐♠✉❧✐✱ ❜✉- ♦♥❧② ❢♦3 0♠❛❧❧ ❛♥❞ ♠♦❞❡3❛-❡ 0❝❛❧❡

✈❛❧✉❡0 ✉♣ -♦ ❛❜♦✉- ✶✳✵✳ ❋♦3 -❤❡0❡ 0❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡ 3❛♥❣❡0✱ -❤❡ ❡33♦3 ❡0-✐♠❛-❡0 ❢♦3 ❛❧❧ 0❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡0 ❛3❡
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❋✐❣✳ ✷✳✹✿ ❙✐♠✉❧❛,❡❞ /❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡ ❡22♦2/ ❛/ ❛ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ ③✲/❝❛❧❡ ❝♦♠♣❛2❡❞ ,♦ ❡22♦2 ❡/,✐♠❛,✐♦♥/✳

❛♣♣2♦①✐♠❛,❡❧② ❡;✉❛❧ ❛♥❞ Ee ✭❛/ ✇❡❧❧ ❛/ Ev✮ ❣✐✈❡/ ❛ /✐♠♣❧❡✱ ;✉✐❝❦ ❛♥❞ ❛❝❝✉2❛,❡ ❡22♦2 ❡/,✐♠❛,❡✳ ❚❤❡

❜❡/, ❡22♦2 ❡/,✐♠❛,❡ ✐/ ❣✐✈❡♥ ❜② Eva
✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉2❛❝② ✐/ ❜❡,,❡2 ,❤❛♥ 10% ❢♦2 ❛❧❧ ♥✉♠❜❡2/ ♦❢ /,✐♠✉❧✐ n

❛♥❞ ♥✉♠❜❡2/ ♦❢ ♦❜/❡2✈❛,✐♦♥/ ◆ ✉♣ ,♦ ❛ ❧✐♠✐,✐♥❣ /❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡ 2❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐,✐♥❣ /❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡ 2❛♥❣❡

❜❛/✐❝❛❧❧② /❝❛❧❡/ ✇✐,❤ ,❤❡ /;✉❛2❡ 2♦♦, ♦❢ ◆✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐, ✐/ 2❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♦2 ♠♦2❡ ❡①♣❡❝,❡❞ ❡♥,2✐❡/

✐♥ ,❤❡ ❢2❡;✉❡♥❝② ♠❛,2✐① ❛2❡ ❝❧♦/❡ ,♦ ♦2 /♠❛❧❧❡2 ,❤❛♥ ♦♥❡✳ ■♥,❡2❡/,✐♥❣❧② ,❤❡ ❛❝❝✉2❛❝② ♦❢ ,❤❡ ❡22♦2

❡/,✐♠❛,✐♦♥/ Ee✱ Eva
❛♥❞ Ev ❞❡♣❡♥❞/ ♦♥❧② ♠❛2❣✐♥❛❧❧② ♦♥ ,❤❡ ♥✉♠❜❡2 ♦❢ /,✐♠✉❧✐ ♥✳

❚❤❡ /✐♠♣❧❡ ❡22♦2 ❡/,✐♠❛,✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ▼♦2♦✈✐❝ ❬✹✽❪ ❣❡♥❡2❛❧❧② ♦✈❡2❡/,✐♠❛,❡/ ,❤❡ ❡22♦2 ❛♥❞ ✐/ ❛♣♣2♦①✲

✐♠❛,❡❧② ❝♦22❡❝, ♦♥❧② ❢♦2 /♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡2/ ♦❢ /,✐♠✉❧✐ ✭n ≈ 3)✳ ■, ✐/ ♥♦, /✉✐,❛❜❧❡ ❛/ ❛ ❣❡♥❡2❛❧ ❡22♦2

❡/,✐♠❛,✐♦♥ ♠❡,❤♦❞✳
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✈❛❧✉❡# ✇❡ ❛❧✇❛②# ♣3❡❞✐❝' '❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ✇✐'❤ '❤❡ ❤✐❣❤❡3 ✈❛❧✉❡ ❢♦3 '❤✐# ♠❡❛#✉3❡ ♦♥ '❤❡ ❡❧❡♠❡♥'# ✐♥ C✳

▲❡' S ⊆ C ❜❡ '❤❡ #✉❜#❡' ♦❢ ❝♦33❡❝'❧② ♣3❡❞✐❝'❡❞ ❝❤♦✐❝❡#✱ '❤❡♥ '❤❡ ❤✐' 3❛'❡ ✐# ❞❡✜♥❡❞ ❛#

HR =
|S|
|C| , ✭✷✳✹✹✮

✇❤❡3❡ |S| ❛♥❞ |C| ❛3❡ ♥✉♠❜❡3# ♦❢ ❡❧❡♠❡♥'# ✐♥ '❤❡ #❡'# ❙ ❛♥❞ ❈✱ 3❡#♣❡❝'✐✈❡❧②✳

✷✳✻✳✷ ❈.♦'' ✈❛❧✐❞❛1✐♦♥ ❛❧❣♦.✐1❤♠

❚❤❡3❡ ❛3❡ ❛ ❢❡✇ #❧✐❣❤'❧② ❞✐✛❡3❡♥' ♠❡'❤♦❞# ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❝3♦##✲✈❛❧✐❞❛'✐♦♥ ❬✸✸❪✳ ❍❡3❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐#❝✉##

♦♥❡ ♦❢ '❤❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇❡3❡ ✉#✐♥❣ ✐♥ ♦✉3 ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥#✳ ❋♦3 '❤❛' '❤❡ #❡' C ♦❢ ♥♦♥✲'✐❡❞ ♦❜#❡3✈❡3

❝❤♦✐❝❡# ✐# ♣❛3'✐'✐♦♥❡❞ 3❛♥❞♦♠❧② ✐♥'♦ N #✉❜#❡'# ♦❢ ❡<✉❛❧ #✐③❡✳ ❖✉' ♦❢ '❤❡ N #✉❜#❡'#✱ ❡❛❝❤ ✐# ♦♥❝❡

3❡'❛✐♥❡❞ ❢♦3 ✈❛❧✐❞❛'✐♥❣ '❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ '❤❡ 3❡♠❛✐♥✐♥❣ N − 1 #✉❜#❡'# ❛3❡ ✉#❡❞ ❛# '3❛✐♥✐♥❣ ❞❛'❛✳ ❚❤❡

✇❤♦❧❡ ♣3♦❝❡## ✐# 3❡♣❡❛'❡❞ n '✐♠❡#✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❤✐' 3❛'❡ ♦✈❡3 ❛❧❧ nN ✈❛❧✐❞❛'✐♦♥ #❡'# ✐# ✉#❡❞ ❛# '❤❡

✈❛❧✐❞❛'✐♦♥ <✉❛❧✐'② ♠❡❛#✉3❡✳

❋♦3 '❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐③❡❞ ✈❛3✐❛♥' ♦❢ ❚❤✉3#'♦♥❡✬# ♠❡'❤♦❞ ✭❝♦♠♣❛3❡ ❙❡❝'✐♦♥ ✷✳✹✮✱ ✇❡ ❝❛33✐❡❞ ♦✉' ❛

❞♦✉❜❧❡ ❝3♦## ✈❛❧✐❞❛'✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ✇❡ ✉#❡ N − 2 ♦❢ '❤❡ N #✉❜#❡'# ❛# '3❛✐♥✐♥❣ #❡'✱ ♦♥❡ ❛# ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥



✷✳✼✳ ❊$✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❞❛0❛ 1❡01 ✷✺

"❡$✱ ❛♥❞ $❤❡ *❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡ ❢♦* ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉$❡ ❣❡♥❡*❛❧ ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ "❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡" ❜②

❚❤✉*"$♦♥❡✬" ♠❡$❤♦❞ ♦♥ $❤❡ $*❛✐♥✐♥❣ "❡$✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♦♣$✐♠✐③❡ $❤❡ ✇❡✐❣❤$" ❢♦* $❤❡ ❧✐♥❡❛* ❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥

♦❢ $❤❡ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐③❡❞ "❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡" ✉"✐♥❣ $❤❡ ♦♣$✐♠✐③✐♥❣ "❡$✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✉"❡ $❤❡ ❤✐$

*❛$❡ ♦♥ $❤❡ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ "❡$✳ ❲❡ *❡♣❡❛$ $❤✐" ♣*♦❝❡"" n $✐♠❡" ❛♥❞ ✉"❡ $❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ $❤❡ ❤✐$ *❛$❡" ❛"

✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ >✉❛❧✐$② ♠❡❛"✉*❡✳

✷✳✼ ❊$✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❞❛0❛ 1❡01

◆♦$❡ $❤❛$ ❛ χ2
✲$❡"$ "✐♠✐❧❛* $♦ $❤❡ ♦♥❡ ✉"❡❞ ✐♥ ▼♦"$❡❧❧❡*✬" $❡"$ ❝❛♥ ❜❡ ✉"❡❞ $♦ $❡"$ ❢♦* "✐❣♥✐✜❝❛♥$

❞✐✛❡*❡♥❝❡" ❜❡$✇❡❡♥ ❢*❡>✉❡♥❝② ♠❛$*✐❝❡" ❢♦* ❞✐✛❡*❡♥$ ✈✐❡✇✐♥❣ "❝❡♥❛*✐♦"✳ ▲❡$qab ❛♥❞ q′ab ❜❡ ♣*♦♣♦*$✐♦♥

♠❛$*✐❝❡" ♦♥ ❞✐✛❡*❡♥$ ❞❛$❛ "❡$" ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢*♦♠ $❤❡ "❛♠❡ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ ♦❜"❡*✈❡*"✱ mab ❛♥❞ m
′

ab ❜❡

$❤❡ ♥✉♠❜❡*" ♦❢ ❝♦♠♣❛*✐"♦♥" ❜❡$✇❡❡♥ ✐$❡♠" a ❛♥❞ b ♦♥ ❞✐✛❡*❡♥$ "❡$"✳ ❆" ❞❛$❛ "❡$" ✇✐$❤ ❞✐✛❡*❡♥$

♥✉♠❜❡*" ♦❢ ❥✉❞❣❡♠❡♥$" ❛*❡ ❝♦♠♣❛*❡❞✱ $❤❡✐* ✈❛*✐❛♥❝❡" ❤❛✈❡ $♦ ❜❡ ❛❞❥✉"$❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡*❡♥❝❡ ♦❢

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$ ♥♦*♠❛❧ ❞✐"$*✐❜✉$✐♦♥" ✇✐$❤ ✈❛*✐❛♥❝❡"

1
m ❛♥❞

1
m′ ✱ *❡"♣❡❝$✐✈❡❧②✱ ✐" ❛ ♥♦*♠❛❧ ❞✐"$*✐❜✉$✐♦♥

✇✐$❤ ✈❛*✐❛♥❝❡

1
m + 1

m′ ✳ ❖✉* ❤②♣♦$❤❡"✐" ✐" $❤❛$ ❜♦$❤ ❞✐"$*✐❜✉$✐♦♥" ❤❛✈❡ $❤❡ "❛♠❡ ♠❡❛♥✳ ❆" $❡"$

"$❛$✐"$✐❝ ❢♦* ♥♦♥✲♣❛*❛♠❡$*✐③❡❞ ❝❛"❡ ✇❡ ✉"❡

χ2 =
∑

b<a

(
mab · m

′

ab

mab + m
′

ab

) ·
(

sin−1(2qab − 1) − sin−1(2q′ab − 1)
)2

✭✷✳✹✺✮

■♥ $❤❡ ♣❛*❛♠❡$*✐③❡❞ ❝❛"❡✱ ✇❡ ❛♣♣❧② $❤❡ "✐♠✐❧❛* "$❛$✐"$✐❝ ❢♦* ❛❧❧ P ♣❛*♠❡$❡*" $♦❣❡$❤❡*✳

χ2 =
P

∑

p=1

∑

b<a

(
mab · m

′

ab

mab + m′
ab

) ·
(

sin−1(2qab − 1) − sin−1(2q′ab − 1)
)2

✭✷✳✹✻✮

■$ "❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦$❡❞ $❤❛$ ♥♦✇ $❤❡ ❡♥$*✐❡" ♦❢ ❛❧❧ P ♣*♦♣♦*$✐♦♥ ♠❛$*✐❝❡" ❛*❡ ❝♦♥"✐❞❡*❡❞ $♦❣❡$❤❡*✳ ❚❤❡

♥✉♠❜❡* ♦❢ ❞❡❣*❡❡" ♦❢ ❢*❡❡❞♦♠ ✐" $❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ❡❧❡♠❡♥$" ✐♥ $❤❡ "✉♠✳
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❈❤❛♣$❡& ✸

■♠❛❣❡ %✉❛❧✐)② ♠❡❛+✉,❡+

▼♦❞❡❧% ❛'❡ (♦ ❜❡ ✉%❡❞✱ ♥♦( ❜❡❧✐❡✈❡❞✳

❍✳ ❚❤❡✐❧

❚❤❡ ♣(②❝❤♦✲♣❤②(✐❝❛❧ ♠❡/❤♦❞( ❞❡(❝1✐❜❡❞ ✐♥ /❤❡ ♣1❡✈✐♦✉( ❝❤❛♣/❡1 ❛1❡ ♦❢/❡♥ ✉(❡❞ /♦ ❣❛/❤❡1 ❞❛/❛✱ ❢1♦♠

✇❤✐❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ♣1❡❢❡1❡♥❝❡( ♦❢ ✐♠❛❣❡( ✭♣❡1❝❡♣/✉❛❧ ✐♠❛❣❡ ;✉❛❧✐/②✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡1✐✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡1✱

/❤❡(❡ ♠❡/❤♦❞( ❛1❡ ✈❡1② /✐♠❡✲❝♦♥(✉♠✐♥❣✳ ❋✉1/❤❡1♠♦1❡✱ ❛♥ ❡①/1❛♣♦❧❛/✐♦♥ /♦ ❝❤❛♥❣❡❞ (❡//✐♥❣( ❛♥❞

♥❡✇ ✐♠❛❣❡( ✐( ♣1♦❜❧❡♠❛/✐❝✳ ❍❡♥❝❡ ✐/ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ ✐❢ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛♣♣1♦①✐♠❛/❡❧② ♣1❡❞✐❝/ ❤✉♠❛♥

♣1❡❢❡1❡♥❝❡( ♦♥ /❤❡ ❜❛(✐( ♦❢ ❛ ♠❛/❤❡♠❛/✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝❧❛(( ♦❢ (✉❝❤ ♠♦❞❡❧( ✐( ✉(✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ✐♠❛❣❡

;✉❛❧✐/② ♠❡❛(✉1❡( ❛♥❞ /❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥/ ♦❢ (✉❝❤ ♠♦❞❡❧( ✐( ❛♥ ❛❝/✐✈❡ 1❡(❡❛1❝❤ ✜❡❧❞ ❬✶✺❪✳

❲❡ ❝❛♥ ❞✐(/✐♥❣✉✐(❤ ✐♠❛❣❡ ;✉❛❧✐/② ♠❡❛(✉1❡( ❜❛(❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡1❡♥/ ❝1✐/❡1✐❛✳ ❆ /②♣✐❝❛❧ ❝❧❛((✐✜❝❛/✐♦♥ ✐(

♥♦✲1❡❢❡1❡♥❝❡ ❛♥❞ 1❡❢❡1❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧(✳

❘❡❢❡1❡♥❝❡ ✭♦1 (✐♠✐❧❛1✐/②✮ ♠❡❛(✉1❡( 1❡;✉✐1❡ ❛♥ ♦1✐❣✐♥❛❧ ✭1❡❢❡1❡♥❝❡✮ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ /❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ /❤❡ ♠♦❞❡❧

✐( /♦ ✜♥❞ /❤❡ ❞✐✛❡1❡♥❝❡ ❜❡/✇❡❡♥ /❤❡ 1❡❢❡1❡♥❝❡ ❛♥❞ /❤❡ /1❛♥(❢♦1♠❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❍❡♥❝❡✱ /❤❡(❡ ♠♦❞❡❧(

❛1❡ ❛❧(♦ ❝❛❧❧❡❞ ✐♠❛❣❡ %✐♠✐❧❛'✐(② ♠❡❛%✉'❡%✱ ♦1 ✐♠❛❣❡ 3✉❛❧✐(② ♠❡('✐❝%✳ ■♥ /❤✐( ✇♦1❦✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦/ ❧❛❜❡❧

/❤❡(❡ ♠♦❞❡❧( ❛( ♠❡/1✐❝(✱ ❛( (♦♠❡ ♦❢ /❤❡♠ ❞♦ ♥♦/ ❢✉❧✜❧❧ /❤❡ ♠❛/❤❡♠❛/✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐/✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡/1✐❝

❛♥❞ /❤❡ ♥❛♠❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥❢✉(✐♥❣✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉( ❤❡1❡ ♦♥ /❤❡(❡ ♠♦❞❡❧(✱ ❛( /❤❡ ♠❛✐♥ (✉❜❥❡❝/ ♦❢ /❤✐(

/❤❡(✐( ✐( ❣❛♠✉/ ♠❛♣♣✐♥❣ ✇❤❡1❡ ♦♥❡ ✉(✉❛❧❧② ❛✐♠( ❛/ ♣1♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❛( (✐♠✐❧❛1 /♦ /❤❡ ♦1✐❣✐♥❛❧

❛( ♣♦((✐❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦/ ❛( ❣♦♦❞ ✭❛❡(/❤❡/✐❝✱ ♥❛/✉1❛❧✮ ❛( ♣♦((✐❜❧❡✳ ❲✐/❤✐♥ 1❡❢❡1❡♥❝❡ ♠❡❛(✉1❡(✱ ♦♥❡ ❝❛♥

❛❧(♦ ❢♦❝✉( ♦♥ ❞✐✛❡1❡♥/ ♣1♦♣❡1/✐❡(✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❞✐(/♦1/✐♦♥( ✐♥ ❣❛♠✉/ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛1❡ ❧♦(( ♦❢ (❛/✉1❛/✐♦♥✱ ❧♦((

♦❢ ❞❡/❛✐❧( ❛♥❞ ❛1/✐❢❛❝/( ✭❤❛❧♦✱ ❝♦♥/♦✉1✐♥❣✮✳ ■/ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉(❡❢✉❧ /♦ ✜♥❞ ❛ ♠❡❛(✉1❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡✈❛❧✉❛/❡(

❛❧❧ /❤♦(❡ ❞✐(/♦1/✐♦♥( ❛♥❞ ✇❡✐❣❤( /❤❡♠ (✐♠✐❧❛1❧② ❛( ❤✉♠❛♥ ♦❜(❡1✈❡1( ✇♦✉❧❞ ❞♦✱ ❜✉/ /❤✐( ✐( ❢❛1 ❢1♦♠

❡❛(②✳

◆♦✲1❡❢❡1❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧( /1② /♦ ❛((❡(( /❤❡ ;✉❛❧✐/② ♦❢ ✐♠❛❣❡( ♦♥ /❤❡ ❜❛(✐( ♦❢ /❤❡ ❝♦♥(✐❞❡1❡❞ ✐♠❛❣❡ ♦♥❧②✳

❲✐/❤✐♥ ♥♦✲1❡❢❡1❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧( ✇❡ ❝♦✉❧❞ /1② /♦ ❛((❡(( ❣❡♥❡1❛❧ ;✉❛❧✐/②✱ ❛❡(/❤❡/✐❝( ♦1 ♥❛/✉1❛❧♥❡((✳ ❖♥❡

❝❛♥ ❛❧(♦ ❣❛✉❣❡ (♦♠❡ ♠♦1❡ (♣❡❝✐✜❝ ♣1♦♣❡1/✐❡(✱ ❡✳❣✳ (❤❛1♣♥❡((✱ ♥♦✐(✐♥❡(( ♦1 (♦♠❡ ♦/❤❡1 ♣1♦♣❡1/✐❡( ♦❢

❛♥ ✐♠❛❣❡✳

■♥ /❤✐( ❝❤❛♣/❡1✱ ✇❡ 1❡✈✐❡✇ ✐♠❛❣❡ ;✉❛❧✐/② ♠❡❛(✉1❡( ✐♥ /❤❡ ❝♦♥/❡①/ ♦❢ ❣❛♠✉/ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❇❡❢♦1❡ /❤❛/✱

✇❡ (✉♠♠❛1✐③❡ ❜❛(✐❝( ♦❢ ❤✉♠❛♥ ✈✐(✐♦♥✱ ❝♦❧♦1 ♣❡1❝❡♣/✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❧♦1 (♣❛❝❡(✱ ✇❤✐❝❤ ❛1❡ ✐♠♣♦1/❛♥/ /♦

✉♥❞❡1(/❛♥❞ /❤❡ ♦❜❥❡❝/✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❞✐(/❛♥❝❡ ❜❡/✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡(✳

✷✼



✷✽ ❈❤❛♣$❡& ✸✳ ■♠❛❣❡ ,✉❛❧✐$② ♠❡❛1✉&❡1

✸✳✶ ❋✉♥❞❛♠❡♥*❛❧, ♦❢ ❝♦❧♦0 ,❝✐❡♥❝❡

✸✳✶✳✶ ❍✉♠❛♥ ✈✐*✐♦♥

▲❡$ ✉& ♥♦$✐❝❡ ✜,&$✱ $❤❛$ ❝♦❧♦, ✐& ♥♦$ ❛ ♣❤②&✐❝❛❧ ♣❛,❛♠❡$❡, ❜✉$ ❛ &❡♥&❛$✐♦♥ ❬✺✹❀ ✺✺❀ ✺✾❪✳ ■❢ ✇❡ ✇❛♥$ $♦

♠❡❛&✉,❡ ❝♦❧♦, ✉&✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝$✐✈❡✱ ♠❛$❤❡♠❛$✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ C✉❛♥$✐$❛$✐✈❡ ❝♦❧♦, &♣❡❝✐✜❝❛$✐♦♥✳

■♥ ♦,❞❡, $♦ ❞❡,✐✈❡ ❛ C✉❛♥$✐$❛$✐✈❡ ❝♦❧♦, &♣❡❝✐✜❝❛$✐♦♥✱ ✐$ ✐& ♥❡❝❡&&❛,② $♦ ❝♦,,❡❧❛$❡ ❛ ♣❡,❝❡✐✈❡❞ ❧✐❣❤$

&$✐♠✉❧✉& ✐♥$❡♥&✐$② ✇✐$❤ $❤❡ ♠❛❣♥✐$✉❞❡ ♦❢ &❡♥&❛$✐♦♥ ❡✈♦❦❡❞ ❜② ✐$✳ ❙♦♠❡ ❛&♣❡❝$&✱ ✐♥ ♣❛,$✐❝✉❧❛,

❧✐❣❤$♥❡&&✱ ❢♦❧❧♦✇ ❣❡♥❡,❛❧ ♣,✐♥❝✐♣❧❡& ❧✐❦❡ ❲❡❜❡,✲❋❡❝❤♥❡,✬& ❧❛✇ ♦, ❙$❡✈❡♥✬& ♣♦✇❡, ❢✉♥❝$✐♦♥ ❬✻✷❪✱ ❜✉$

$❤❡ ♠♦&$ ✐♥$❡,❡&$✐♥❣ ♦♥❡✱ ❝❤,♦♠❛✱ ❞♦❡& ♥♦$✳ ❆❞❞✐$✐♦♥❛❧❧②✱ ❤✉♠❛♥ &❡♥&❛$✐♦♥ ✐& &$,♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥$

♦♥ $❤❡ ❝✉,,❡♥$ ✈✐❡✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐$✐♦♥&✳ ❋♦, $❤❛$ ,❡❛&♦♥✱ ✐$ ✐& ♥♦$ &✉,♣,✐&✐♥❣ $❤❛$ $❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢

❞❡✈✐❝❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$ ❝♦❧♦, &♣❛❝❡& ✐& ❛ $❡❞✐♦✉& ♣,♦❝❡&& $❤❛$ ❝❛♥♥♦$ ❜❡ ❝♦♥&✐❞❡,❡❞ ❝♦♠♣❧❡$❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡,✱

❜❡❢♦,❡ ❣♦✐♥❣ ✐♥$♦ ❞❡$❛✐❧& ❧❡$ ✉& ❜,✐❡✢② ❞✐&❝✉&& $❤❡ ,❡$✐♥❛ ❛♥❞ ✐$& ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ✈✐&✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❧♦, &♣❛❝❡&✳

✸✳✶✳✷ ❈♦❧♦/ *♣❛❝❡*

❚❤❡ ,❡$✐♥❛ ✐♥❝❧✉❞❡& &❡✈❡,❛❧ ❧❛②❡,& ♦❢ ♥❡✉,❛❧ ❝❡❧❧&✱ ❡&♣❡❝✐❛❧❧② $✇♦ ❦✐♥❞& ♦❢ ♣❤♦$♦✲,❡❝❡♣$♦,&✱ $❤❡ ,♦❞&

❛♥❞ ❝♦♥❡&✳ ❚❤❡ ,♦❞& ❝♦♥$,✐❜✉$❡ ♠♦&$❧② $♦ ✈✐&✐♦♥ ❛$ ❧♦✇ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧& ✭✐✳❡✳✱ ❧❡&& $❤❛♥ ✶ ❝❞✴♠

2
✮

✇❤✐❧❡ $❤❡ ❝♦♥❡& &❡,✈❡ ✈✐&✐♦♥ ❛$ ❤✐❣❤❡, ❧❡✈❡❧&✳ ❚❤❡ ❝♦♥❡& ❝❛♥ ❜❡ &✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥$♦ $❤,❡❡ $②♣❡&✿ L ✭❧♦♥❣✲

✇❛✈❡❧❡♥❣$❤✮✱ M ✭♠✐❞❞❧❡✲✇❛✈❡❧❡♥❣$❤✮✱ ❛♥❞ S ✭&❤♦,$✲✇❛✈❡❧❡♥❣$❤✮ ❛❝❝♦,❞✐♥❣ $♦ $❤❡✐, ♣❡❛❦ ♦❢ &♣❡❝$,❛❧

,❡&♣♦♥&❡&✳ ❚❤❡✐, ❞✐✛❡,❡♥❝❡& ✐♥ &♣❡❝$,❛❧ &❡♥&✐$✐✈✐$② ❛,❡ $❤❡ ❜❛&✐& ♦❢ ❝♦❧♦, ✈✐&✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞

❜② ❘●❇✲❝♦❧♦, &♣❛❝❡&✳ ❇✉$ $❤✐& $,✐❝❤,♦♠❛$✐❝ ❛♣♣,♦❛❝❤ ♦❢ ❝♦❧♦, ✈✐&✐♦♥✱ ❛& ❞❡&❝,✐❜❡❞ ❜② ❨♦✉♥❣ ❬✻✸❪✱

❍❡❧♠❤♦❧$③ ❬✺✽❪✱ ❛♥❞ ▼❛①✇❡❧❧ ❬✹✷❪✱ ❝❛♥♥♦$ &✉✣❝✐❡♥$❧② ❡①♣❧❛✐♥ ❡✛❡❝$& ❧✐❦❡ ♦♣♣♦♥❡♥$ ❝♦❧♦,& ❬✻✷✱ ♣✳ ✹✹✻❪

❛♥❞ ♣❡,❝❡✐✈❡❞ ❝♦❧♦, ❞✐✛❡,❡♥❝❡&✳ ❚♦ ✉♥❞❡,&$❛♥❞ $❤❡&❡ ❡✛❡❝$&✱ $❤❡ ♥❡✉,♦♥❛❧ &$,✉❝$✉,❡ ♦❢ ,❡$✐♥❛ ❝❡❧❧&

$❤❛$ ❛,❡ ♦,❣❛♥✐③❡❞ ✐♥$♦ ,❡❝❡♣$✐✈❡ ✜❡❧❞& ♥❡❡❞& $♦ ❜❡ ❝♦♥&✐❞❡,❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉$ &✐❣♥❛❧& ❢,♦♠ $❤❡ ♣❤♦$♦✲

,❡❝❡♣$♦, ❝❡❧❧& ❛,❡ ✐♥$❡❣,❛$❡❞✱ ❝♦♥❝❡♥$,❛$❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ &❡✈❡,❛❧ ♥❡✉,♦♥❛❧ ♣,♦❝❡&&❡& ❛♥❞✱ ✜♥❛❧❧②✱

$,❛♥&♠✐$$❡❞ $♦ $❤❡ ❜,❛✐♥✳ ❚❤❡ ,❡&✉❧$✐♥❣ ♦✉$♣✉$ &✐❣♥❛❧ ❝♦♥$❛✐♥& ❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡✱ ❛ ,❡❞✲❣,❡❡♥ ❛♥❞ ❛

②❡❧❧♦✇✲❜❧✉❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$✳ ❆ ❝♦❧♦, &♣❛❝❡ $❤❛$ ,❡✢❡❝$& $❤✐& ,❡♣,❡&❡♥$❛$✐♦♥ ✐& $❤❡ ❈■❊▲❆❇ &♣❛❝❡✳

■♥ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❛,❡ ❣♦✐♥❣ $♦ ❞❡&❝,✐❜❡ $❤❡ ❛❢♦,❡♠❡♥$✐♦♥❡❞ ❝♦❧♦, &♣❛❝❡& ✐♥ ♠♦,❡ ❞❡$❛✐❧✳ ❇❛&✐& ♦❢

$❤❡✐, ❞❡&❝,✐♣$✐♦♥ ❛,❡ C✉❛♥$✐$❛$✐✈❡ ❝♦❧♦, ❞❡&❝,✐♣$✐♦♥& $❤❛$ ❛,❡ ❛❞❞,❡&&❡❞ ✐♥ ❝♦❧♦,✐♠❡$,②✳ ❈♦❧♦,✐♠❡$,②

✐& $❤❡ ❜,❛♥❝❤ ♦❢ ❝♦❧♦, &❝✐❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ C✉❛♥$✐✜❡& ❛♥❞ ❞❡&❝,✐❜❡& ❤✉♠❛♥ ❝♦❧♦, ♣❡,❝❡♣$✐♦♥✱ &❡❡ ❲②&③❡❝❦✐

❛♥❞ ❙$✐❧❡& ❬✻✷✱ ♣✳ ✶✶✼❪✱ &♣❡❝✐❢②✐♥❣ ♥✉♠❡,✐❝❛❧❧② $❤❡ ❝♦❧♦,& ♦❢ ♣❤②&✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✈✐&✉❛❧ &$✐♠✉❧✐ ❛$ ✜①❡❞

✈✐❡✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐$✐♦♥&✳

❘●❇ ❛♥❞ ❳❨❩ ❝♦❧♦& 1♣❛❝❡1

■♥ ✶✽✺✸✱ ●,❛&&♠❛♥♥ ❬✷✾❪ &❤♦✇❡❞ $❤❛$ ❡♠♣✐,✐❝❛❧ ❝♦❧♦, ♠❛$❝❤✐♥❣& &❛$✐&❢② ❛ ♠❛$❤❡♠❛$✐❝❛❧ &$,✉❝$✉,❡

✐♥$,♦❞✉❝❡❞ ❜② ❤✐♠&❡❧❢ &♦♠❡ ②❡❛,& ❡❛,❧✐❡, ❬✷✽❪✳ ❚❤✐& &$,✉❝$✉,❡ ✐& ♥♦✇❛❞❛②& ❦♥♦✇♥ ❛& ❛ ✈❡❝$♦,

&♣❛❝❡✳ ■♥ ❝❛&❡ ♦❢ ❝♦❧♦,✱ ✇❡ ♦❜&❡,✈❡ ❛ $❤,❡❡✲❞✐♠❡♥&✐♦♥❛❧ ✈❡❝$♦, &♣❛❝❡✱ ❛❝❝♦,❞✐♥❣❧②✱ ❝♦❧♦,& ❝❛♥ ❜❡

&♣❡❝✐✜❡❞ ❛& $,✐&$✐♠✉❧✉& ✈❛❧✉❡&✳ ❚❤❡,❡ ✐& ❛ &$,♦♥❣ ❝♦,,❡❧❛$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ♠❛$❤❡♠❛$✐❝❛❧ &$,✉❝$✉,❡

❛♥❞ $❤❡ ✉♥❞❡,❧②✐♥❣ ♣❤②&✐❝& ♦❢ ❧✐❣❤$ &$✐♠✉❧✐✳ ❆ ✈❡❝$♦, ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡,&$♦♦❞ ❛& ❧✐❣❤$ &♦✉,❝❡✱ ✐$& ❧❡♥❣$❤ ❛&

✐♥$❡♥&✐$② ❛♥❞ $❤❡ ❛❞❞✐$✐♦♥ ♦❢ ✈❡❝$♦,& ❛& $❤❡ ♣❤②&✐❝❛❧ ♠✐①$✉,❡ ♦❢ $❤❡ ❝♦,,❡&♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐❣❤$ &♦✉,❝❡&✳ ❋♦,

✜①❡❞ ✈✐❡✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐$✐♦♥&✱ $❤✐& ❛♣♣,♦❛❝❤ ✇❛& ❝❛,❡❢✉❧❧② $❡&$❡❞ ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥$❡❞ ✐♥ ✶✾✷✽ ❜② ❲,✐❣❤$ ❬✻✶❪

❛♥❞ ✶✾✸✶ ❜② ●✉✐❧❞ ❬✸✵❪✱ ,❡&♣❡❝$✐✈❡❧②✳ ❚❤✐& ,❡&✉❧$❡❞ ✐♥ $❤❡ ✐♥$,♦❞✉❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ &$❛♥❞❛,❞✐③❡❞ ❝♦❧♦,

&♣❛❝❡& ❈■❊❘●❇ ❛♥❞ ❈■❊❳❨❩ ❬✽❪✱ ❢♦, &❤♦,$ ❘●❇ ❛♥❞ ❳❨❩✳

d,✐♠❛,② ❝♦❧♦,& ❛,❡ $❤❡ ❝♦❧♦,& ♦❢ $❤,❡❡ ,❡❢❡,❡♥❝❡ ❧✐❣❤$& ❜② ✇❤♦&❡ ❛❞❞✐$✐✈❡ ♠✐①$✉,❡ ♥❡❛,❧② ❛❧❧ ♦$❤❡,

❝♦❧♦,& ♠❛② ❜❡ ♣,♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ♣,✐♠❛,✐❡& ♦❢ ❘●❇ ❛,❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛& ❝♦❧♦,& ♦❢ ♠♦♥♦❝❤,♦♠❛$✐❝ ❧✐❣❤$ ❛$

✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ λ = ✹✸✺✳✶ ✭❇✮✱ ✺✹✻✳✶ ✭●✮ ❛♥❞ ✼✵✵ ✭❘✮ ♥♠✳ ❚❤❡♥✱ $,✐&$✐♠✉❧✉& ✈❛❧✉❡& ❢♦, ♠♦♥♦❝❤,♦♠❛$✐❝

❧✐❣❤$ ❛$ ❛ ❣✐✈❡♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ λ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡$❡,♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥$❡❞ ❛& $❤❡ ❝♦❧♦, ♠❛$❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝$✐♦♥&



✸✳✶✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥*❛❧, ♦❢ ❝♦❧♦0 ,❝✐❡♥❝❡ ✷✾

r̄(λ)✱ ḡ(λ)✱ ❛♥❞ b̄(λ)✳ ❚❤❡*❡ ❢✉♥❝.✐♦♥* ❛❧❧♦✇ .❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ .3✐*.✐♠✉❧✉* ✈❛❧✉❡ ✭❘✱ ●✱ ❇✮ ♦❢ ❛♥

❛3❜✐.3❛3② ❧✐❣❤. *.✐♠✉❧✉* ✇✐.❤ ❣✐✈❡♥ *♣❡❝.3❛❧ ♣♦✇❡3 ❞✐*.3✐❜✉.✐♦♥ Φ(λ) ❛*

R = k

∫

Φ(λ) r̄(λ) dλ, G = k

∫

Φ(λ) ḡ(λ) dλ, B = k

∫

Φ(λ) b̄(λ) dλ ✭✸✳✶✮

✇❤❡3❡ k ♠❡❛♥* ❛ ♥♦3♠❛❧✐③✐♥❣ ❝♦♥*.❛♥.✳ ❚❤❡♥✱ .❤❡ ♣*②❝❤♦♣❤②*✐❝❛❧ ❝♦❧♦3 ◗ ❝❛♥ ❜❡ 3❡♣3❡*❡♥.❡❞ ❛*

❢♦❧❧♦✇*✿ ◗ = R❘+ G●+ B❇✳

▼♦3❡ ♣♦♣✉❧❛3 .❤❛♥ ❘●❇ ✐* ❳❨❩ ✇❤✐❝❤ ✐* ♠❛.❤❡♠❛.✐❝❛❧❧② ❞❡3✐✈❡❞ ❢3♦♠ ❘●❇ ❜② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ .❤❡

✈❡❝.♦3 *♣❛❝❡ ❜❛*❡✱ ✐✳❡✳✱ ❜② ❛ ❜❛*❡ .3❛♥*❢♦3♠❛.✐♦♥ ♠❛.3✐①✿





x̄(λ)
ȳ(λ)
z̄(λ)



 = 5.6508





0.490 0.310 0.200
0.177 0.812 0.011
0.000 0.010 0.990









r̄(λ)
ḡ(λ)
b̄(λ)





✭✸✳✷✮

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ .❤❡ ❳❨❩✲❜❛*❡ *❡❡♠* ❛3❜✐.3❛3② ❜✉. ♦♣.✐♠✐③❡* *♦♠❡ .❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦♥*.3❛✐♥.*✱ ❢♦3 ✐♥*.❛♥❝❡✱

.❤❡ ❨✲❝♦♦3❞✐♥❛.❡ ✐* ✐❞❡♥.✐❝❛❧ .♦ .❤❡ ❈■❊ *♣❡❝.3❛❧ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢✉♥❝.✐♦♥ ❛❧*♦ ❦♥♦✇♥ ❛*

♣❤♦.♦♣✐❝ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢✉♥❝.✐♦♥ V (λ)✳

▼❛♥② ♦.❤❡3 ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❘●❇✲❝♦❧♦3 *♣❛❝❡* ❧✐❦❡ *❘●❇✱ ❆❞♦❜❡ ✾✽✲❘●❇✱ ❊❈■✲❘●❇ ❛3❡ ❛❧*♦ ❞❡3✐✈❡❞

❢3♦♠ ❘●❇ ❛♥❞ ❤❛✈❡ .♦ ❜❡ ✉♥❞❡3*.♦♦❞ ❛* ♠❛.❤❡♠❛.✐❝❛❧❧② ❡P✉✐✈❛❧❡♥.✳ ❈♦♥.3❛3② .♦ .❤❡*❡ ❝♦❧♦3

*♣❛❝❡*✱ ❈▼❨❑ .②♣✐❝❛❧❧② ❞❡♥♦.❡* ❛ ❞❡✈✐❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥. *♣❡❝✐✜❝❛.✐♦♥ ❞❡*❝3✐❜✐♥❣ .❤❡ ❛♠♦✉♥. ♦❢ ✐♥❦

✭❝②❛♥✱ ♠❛❣❡♥.❛✱ ②❡❧❧♦✇ ❛♥❞ ❜❧❛❝❦✮ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ ♣3✐♥. 3❛*.❡3 ❝❡❧❧✳

❚❤❡ ❈■❊❳❨❩✲*②*.❡♠ 3❡♣3❡*❡♥.* .❤❡ ❛✈❡3❛❣❡ ❛❜✐❧✐.② ♦❢ ❤✉♠❛♥* .♦ ❞✐*❝3✐♠✐♥❛.❡ ❝♦❧♦3* ✐♥ ❛ ♣❛3.✐❝✉❧❛3

✈✐❡✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐.✐♦♥*✱ *♦♠❡.✐♠❡* ❝❛❧❧❡❞ *.❛♥❞❛3❞ ♦3 ♥♦3♠❛❧ ♦❜*❡3✈❡3✳

❈■❊▲❆❇ ❝♦❧♦0 ,♣❛❝❡

❯♥❢♦3.✉♥❛.❡❧②✱ .❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐*.❛♥❝❡ ✐♥ ❳❨❩✲*♣❛❝❡ ❞♦❡* ♥♦. ♠❛.❝❤ ✇✐.❤ ♣❡3❝❡✐✈❡❞ ❝♦❧♦3 ❞✐*.❛♥❝❡✱

❛♥❞ .❤✉* ❳❨❩ ✐* ♥♦. ✇❡❧❧ *✉✐.❡❞ ❢♦3 ❣❛♠✉. ♠❛♣♣✐♥❣✳ ■♥ ✶✾✼✻✱ .✇♦ ❝♦❧♦3 *♣❛❝❡*✱ ❈■❊▲❯❱ ❛♥❞

❈■❊▲❆❇✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ 3❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❜② .❤❡ ❈■❊ ❬✾❪ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣3♦①✐♠❛.❡❧② ❝♦33❡❧❛.❡ ✇✐.❤ .❤❡ ♣❡3❝❡✐✈❡❞

❧✐❣❤.♥❡**✱ ❝❤3♦♠❛ ❛♥❞ ❤✉❡ ♦❢ ❛ *.✐♠✉❧✉*✳ ❆❧.❤♦✉❣❤ ♦3✐❣✐♥❛❧❧② ❜♦.❤ *♣❛❝❡* ✇❡3❡ 3❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞✱

❈■❊▲❆❇ ✐* ❛❧♠♦*. ✉♥✐✈❡3*❛❧❧② ✉*❡❞ .♦❞❛②✱ ✐♥ ♣❛3.✐❝✉❧❛3 ❢♦3 3❡✢❡❝.✐✈❡ ❝♦❧♦3 ♠❡❛*✉3❡♠❡♥.*✳ ■♥

❈■❊▲❆❇ .❤❡ ♣*②❝❤♦♠❡.3✐❝ ❧✐❣❤.♥❡** L∗
❞❡✜♥❡❞ ❛*

L∗ = L∗(Y )
def
=















116 3

√

Y

Y0
− 16 ❢♦3 0.008856 ≤ Y

Y0
≤ 1

903.29
Y

Y0
❢♦3 0 ≤ Y

Y0
≤ 0.008856

✭✸✳✸✮

✇❤❡3❡ (X0, Y0, Z0) *.❛♥❞* ❢♦3 .❤❡ 3❡❢❡3❡♥❝❡ ✇❤✐.❡✳ ❚❤✐* ❞❡✜♥✐.✐♦♥ ❛❣3❡❡* ✇✐.❤ ❙.❡✈❡♥* ♣♦✇❡3 ❢✉♥❝✲

.✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧*♦ 3♦✉❣❤❧② ✇✐.❤ .❤❡ ❲❡❜❡3✲❋❡❝❤♥❡3✲❧❛✇✳ ❚❤❡♥✱ ❈■❊▲❆❇ ❝♦♥.❛✐♥* .❤❡ a∗
✭3❡❞✲❣3❡❡♥✮

❛♥❞ b∗ ✭②❡❧❧♦✇✲❜❧✉❡✮ ❝♦♦3❞✐♥❛.❡*✿

a∗ = 500
[

f
( X

X0

)

− f
( Y

Y0

)

]

✭✸✳✹✮

b∗ = 200
[

f
( Y

Y0

)

− f
( Z

Z0

)

]

✭✸✳✺✮

✇❤❡3❡

f(w) =







3
√

w ❢♦3 w > 0.008856

7.787 w + 16
116 ♦.❤❡3✇✐*❡

✭✸✳✻✮



✸✵ ❈❤❛♣$❡& ✸✳ ■♠❛❣❡ ,✉❛❧✐$② ♠❡❛1✉&❡1

❆❝❝♦%❞✐♥❣ *♦ *❤❡ ✉♥✐❢♦%♠✐*② ♦❢ ❈■❊▲❆❇✱ ❝♦❧♦% ❞✐✛❡%❡♥❝❡9 ❛%❡ ✉♥❞❡%9*♦♦❞ ❛9 ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐9*❛♥❝❡9

❛♥❞ ❞❡♥♦*❡❞ ❛9 ∆Eab✳ ❖✈❡% *❤❡ ②❡❛%9✱ 9♦♠❡ ✐♠♣%♦✈❡♠❡♥*9 ❢♦% ❝♦❧♦% ❞✐✛❡%❡♥❝❡9 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥*%♦✲

❞✉❝❡❞ ❜② *❤❡ ❈■❊✱ ❡9♣❡❝✐❛❧❧② ∆E94 ❬✶✵❪✱ ❛♥❞ ∆E00 ❬✶✶❪✱ *❤❛* ❛%❡ ♠♦❞✐✜❝❛*✐♦♥9 ♦❢ ∆Eab ❛❧♦♥❣ ✇✐*❤

9*%✐❝*❡% 9♣❡❝✐✜❝❛*✐♦♥9 ♦❢ *❤❡ ✈✐❡✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐*✐♦♥9✳

❆ ❝♦❧♦% ❣❛♠✉* ✐♥❝❧✉❞❡9 ❛❧❧ ❝♦❧♦%9 ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ %❡♥❞❡%❡❞ ❜② ❛ ❞❡✈✐❝❡ ✭❡✳❣✳ ❛ ♠♦♥✐*♦% ♦% ❛ ♣%✐♥*❡%✮

♦% *❤❛* ❛%❡ ❝♦♥*❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ ❈■❊▲❆❇ ❝♦❧♦% 9♣❛❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ✈✐9✉❛❧✐③❡ ❞✐✛❡%❡♥* ❣❛♠✉*9✳

■♥ ♣❛%*✐❝✉❧❛%✱ ✇❡ ❝❛♥ ✈✐9✉❛❧✐③❡ *❤❡ ❞✐✛❡%❡♥❝❡ ✐♥ 9♦✉%❝❡ ❛♥❞ ❞❡9*✐♥❛*✐♦♥ ❣❛♠✉* I✉❛♥*✐*❛*✐✈❡❧②✳ ■♥

❋✐❣✉%❡ ✸✳✶ *②♣✐❝❛❧ ♣%✐♥*✐♥❣ ❣❛♠✉*9 ❛%❡ 9❤♦✇♥ ❛9 ❝♦❧♦%❡❞ ♦❜❥❡❝*9 ❛♥❞ ❝♦♠♣❛%❡❞ *♦ ❛ 9*❛♥❞❛%❞ 9❘●❇

9♦✉%❝❡ ❣❛♠✉* ✭❛9 ✐* ✐9 *②♣✐❝❛❧ ❢♦% ❛ ♠♦♥✐*♦%✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧9♦ ❝♦♠♣✉*❡ *❤❡ ❞✐✛❡%❡♥❝❡9 ❜❡*✇❡❡♥ ❝♦❧♦%9
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yij ∈ Y ✱ (❡3♣❡❝&✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❝♦♥3✐❞❡( ❝♦❧♦( ❝♦♦(❞✐♥❛&❡3✳ ▼♦3&❧② ✇❡ ❛(❡ ✉3✐♥❣ &❤❡ ❧✐❣❤&♥❡33 ❝♦♦(❞✐♥❛&❡

L ✐♥ ❈■❊▲❆❇ ❝♦❧♦( 3♣❛❝❡✳ ■❢ ♥♦& 3&❛&❡❞ ♦&❤❡(✇✐3❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦& ❞✐3&✐♥❣✉✐3❤ ✐♥ ♦✉( ♥♦&❛&✐♦♥ ❜❡&✇❡❡♥

❛ ♣✐①❡❧ ❛♥❞ &❤❡ ❝♦❧♦( ❝♦♦(❞✐♥❛&❡ ❝♦♥3✐❞❡(❡❞ ❛& &❤✐3 ♣✐①❡❧✳ ❍❡(❡✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ (❡❢❡(❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡ L✉❛❧✐&②

♠❡❛3✉(❡3 ✐♥&♦ &✇♦ ❣(♦✉♣3✿ ♣♦✐♥&✇✐3❡ ♠❡❛3✉(❡3 ❛♥❞ 3&(✉❝&✉(❛❧ ♠❡❛3✉(❡3✳

✸✳✷✳✶ $♦✐♥(✇✐*❡ ♠❡❛*✉/❡*

Z♦✐♥&✇✐3❡ ♠❡❛3✉(❡3 ❛(❡ ❜❛3❡❞ ♦♥ &❤❡ ❞✐✛❡(❡♥❝❡3 ♦❢ ♣✐①❡❧ ❝♦❧♦(3 ❢(♦♠ &✇♦ ✐♠❛❣❡3 ❛& &❤❡ 3❛♠❡ ❧♦❝❛&✐♦♥✳

❚❤❡3❡ ❞✐3&❛♥❝❡ ❛& ❝♦((❡3♣♦♥❞✐♥❣ ♣✐①❡❧3 ❛(❡ ❛✈❡(❛❣❡❞ ♦( 3✉♠♠❡❞ ✉♣ (❡3✉❧&✐♥❣ ✐♥ &❤❡ ❞✐3&❛♥❝❡ ❜❡&✇❡❡♥

&✇♦ ✐♠❛❣❡3✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥&❛❣❡ ♦❢ ♣♦✐♥&✇✐3❡ ♠❡❛3✉(❡3 ✐3 &❤❛& &❤❡② ❛(❡ ❡❛3② ❛♥❞ ❢❛3& &♦ ❝♦♠♣✉&❡✳

❚❤❡ ❞✐3❛❞✈❛♥&❛❣❡ ♦❢ &❤❡3❡ ♠❡❛3✉(❡3 ✐3 &❤❛& &❤❡② ❞♦ ♥♦& ✐♥❝❧✉❞❡ &❤❡ 3&(✉❝&✉(❡ ♦❢ &❤❡ ✐♠❛❣❡3✳ ❆♥

❡①❛♠♣❧❡ 3❤♦✇✐♥❣ ✐♠♣❡(❢❡❝&✐♦♥3 ♦❢ ❛♥ ❡①❡♠♣❧❛(② ♣♦✐♥&✇✐3❡ ♠❡❛3✉(❡ ✐3 3❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉(❡ ✸✳✷✳



✸✷ ❈❤❛♣$❡& ✸✳ ■♠❛❣❡ ,✉❛❧✐$② ♠❡❛1✉&❡1

❋✐❣✳ ✸✳✷✿ ❚❤❡ ♦+✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭♦♥ 1❤❡ ❧❡❢1✮ ❛♥❞ 1✇♦ ❣❛♠✉1 ♠❛♣♣❡❞ ✐♠❛❣❡8 ✭✐♥ 1❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ ♦♥

1❤❡ +✐❣❤1✮✳ ❋♦+ 1❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ♠✐❞❞❧❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦✐♥1✇✐8❡ ♠❡❛8✉+❡ ✭Q∆E✮ = 24.65 ❛♥❞ ❛ 81+✉❝1✉+❛❧

♠❡❛8✉+❡ ✭Q∆LC✮ = 0.341 ✉8✐♥❣ ❍<♠✐♥❉❊ ❛❧❣♦+✐1❤♠ ❬✶✷❪ ✇✐1❤♦✉1 ❞❡1❛✐❧ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥1✱ ❛♥❞ ♦♥ 1❤❡

+✐❣❤1 ✇❡ ❤❛✈❡ 1❤❡ ♣♦✐♥1✇✐8❡ ♠❡❛8✉+❡ ✭Q∆E✮ = 27.00 ❛♥❞ 1❤❡ 81+✉❝1✉+❛❧ ✭Q∆LC✮ = 0.318 ✉8✐♥❣

❍<♠✐♥❉❊ ✇✐1❤ ❞❡1❛✐❧8 ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥1✳ ❋♦+ 1❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ 1❤❡ ♠✐❞❞❧❡ Q∆E ✐8 8♠❛❧❧❡+ 1❤❛♥ ❢♦+ 1❤❡

✐♠❛❣❡ ♦♥ 1❤❡ +✐❣❤1✱ ❜✉1 1❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ✐♠❛❣❡ ❤❛8 ❧♦81 ❛ ❧♦1 ♦❢ ❞❡1❛✐❧8 ❛♥❞ ❤❛8 1❤❡ ❧❛+❣❡+ ♣❡+❝❡♣1✉❛❧

❞✐81❛♥❝❡ ❢+♦♠ 1❤❡ ♦+✐❣✐♥❛❧ ✭❧❡❢1 ✐♠❛❣❡✮✳

▼❡❛♥ ❙,✉❛&❡ ❊&&♦& ✭▼❙❊✮

❚❤❡ ♠❡❛♥ 8D✉❛+❡ ❡++♦+ ✐8 1❤❡ 8D✉❛+❡❞ ♣♦✐♥1✇✐8❡ ❞✐✛❡+❡♥❝❡ ❜❡1✇❡❡♥ 1❤❡ ✐♠❛❣❡8 X ❛♥❞ Y ✳ ❚❤❡

❝♦++❡8♣♦♥❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡ D✉❛❧✐1② ♠❡❛8✉+❡ Q
▼❙❊

✐8 ❞❡✜♥❡❞ ❛8

Q
▼❙❊

(X, Y ) =
1

nm

n
∑

i=1

m
∑

j=1

(xij − yij)
2, ✭✸✳✼✮

✇❤❡+❡ xij ❛♥❞ yij ❛+❡ L ❝♦♦+❞✐♥❛1❡8 ✐♥ 1❤❡ ❈■❊▲❆❇ ❝♦❧♦+ 8♣❛❝❡ ❢♦+ 1❤❡ ♣♦✐♥18 ✐♥ ✐♠❛❣❡8 X ❛♥❞ Y
+❡8♣❡❝1✐✈❡❧②✳

❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐1$❛♥❝❡ ✐♥ ❈■❊▲❆❇ ❝♦❧♦& 1♣❛❝❡ ✭∆E✮

∆E ✐8 ❛♥♦1❤❡+ ♣♦✐♥1✇✐8❡ ❞✐81❛♥❝❡ ♠❡❛8✉+❡✱ 8✐♠✐❧❛+ 1♦ ▼❙❊✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡+❡♥❝❡ ✐8✱ 1❤❛1 ✐1 ✐8 ❝♦♠♣✉1❡❞ ✐♥

✸✲❉ ❝♦❧♦+ 8♣❛❝❡ ✐♥81❡❛❞ ♦❢ ✐♥ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥8✐♦♥❛❧ ♣+♦❥❡❝1✐♦♥✳ ■1 ✐8 ❞❡✜♥❡❞ ❛8 1❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐81❛♥❝❡

✐♥ ❈■❊▲❆❇ ❝♦❧♦+ 8♣❛❝❡ ❜❡1✇❡❡♥ ❝♦++❡8♣♦♥❞✐♥❣ ♣✐①❡❧8 ✐♥ 1✇♦ ✐♠❛❣❡8✳ ❚❤❛1 ✐8✱ ❧♦❝❛❧❧② ❛1 ❛ ♣✐①❡❧

x ∈ X ❛♥❞ 1❤❡ ❝♦++❡8♣♦♥❞✐♥❣ ♣✐①❡❧ y ∈ Y 1❤❡ ∆E ❞✐81❛♥❝❡ ✐8 ❞❡✜♥❡❞ ❛8✿

∆E(x, y) =
√

(Lx − Ly)2 + (ax − ay)2 + (bx − by)2 ✭✸✳✽✮

❆8 ♦✉+ ✐♠❛❣❡ D✉❛❧✐1② ♠❡❛8✉+❡ Q∆E ✇❡ 1❛❦❡ 1❤❡ ❛✈❡+❛❣❡ ∆E ♦✈❡+ 1❤❡ ♣✐①❡❧8 ♦❢ 1❤❡ 1✇♦ ✐♠❛❣❡8✱ ✐✳❡✳✱

Q∆E(X, Y ) =
1

nm

n
∑

i=1

m
∑

j=1

∆E(xij , yij). ✭✸✳✾✮

∆E ✐8 ❛ ♣♦♣✉❧❛+ ✐♠❛❣❡ D✉❛❧✐1② ♠❡❛8✉+❡ 8✐♥❝❡ ✐1 ✐8 ❡❛8② 1♦ ❝♦♠♣✉1❡ ❛♥❞ ❤❛8 ❛ ♥❛1✉+❛❧ ✐♥1❡+♣+❡1❛1✐♦♥✳

■♥ ♣+✐♥❝✐♣❧❡ ✐1 ❝♦✉❧❞ ❜❡ +❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥② ♦❢ 1❤❡ ♠♦+❡ 8♦♣❤✐81✐❝❛1❡❞ ❝♦❧♦+ ❞✐81❛♥❝❡ ♠❡❛8✉+❡8 8✉❝❤ ❛8

❈■❊❈❆▼✵✷ ❬✶✸❀ ✹✼❪ ♦+ ∆E94 ❬✶✵❀ ✹✸❪✳



✸✳✷✳ ■♠❛❣❡ (✉❛❧✐,② ♠❡❛.✉/❡. ♦✈❡/✈✐❡✇ ✸✸

✸✳✷✳✷ ❙$%✉❝$✉%❛❧ ♠❡❛,✉%❡,

❙"#✉❝"✉#❛❧ ♠❡❛*✉#❡* ❝♦♥*✐❞❡# ♥♦" ♦♥❧② ❞✐✛❡#❡♥❝❡* ❛" "❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ *✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥"*✱ ❜✉" "❛❦❡ "❤❡ ♥❡✐❣❤✲

❜♦#❤♦♦❞ ♦❢ "❤❡ ♣♦✐♥"* ✐♥ ❛❝❝♦✉♥"✳ ❚❤❡ *✐③❡ ♦❢ "❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦#❤♦♦❞ ✐* ♦❢"❡♥ ❛ ❢#❡❡ ♣❛#❛♠❡"❡# ♦❢ "❤♦*❡

♠❡❛*✉#❡*✱ ❛* ❞✐✛❡#❡♥" *✐③❡* ❛#❡ ♦♣"✐♠❛❧ ❢♦# ❞✐✛❡#❡♥" *❡""✐♥❣*✱ ❡✳❣✳ ❢♦# ❞✐✛❡#❡♥" ✈✐❡✇✐♥❣ ❞✐*"❛♥❝❡*✳

❲✐"❤ "❤❡ ✉*❡ ♦❢ *"#✉❝"✉#❛❧ ♠❡❛*✉#❡*✱ ✐" ✐* ♣♦**✐❜❧❡ "♦ ❛**❡** ♣#❡*❡#✈❛"✐♦♥ ♦❢ ❞❡"❛✐❧*✳ ■♥ ❋✐❣✉#❡

✸✳✷ ♦♥❡ ❝❛♥ *❡❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡#❡ ❛ *"#✉❝"✉#❛❧ ♠❡❛*✉#❡ ✭∆LC✮ ❝♦##❡❧❛"❡* ❜❡""❡# ✇✐"❤ ♣❡#❝❡✐✈❡❞

❞✐*"❛♥❝❡* "❤❛♥ ❛ ♣♦✐♥"✇✐*❡ ♠❡❛*✉#❡✳

◆❡①" ✇❡ ❞❡*❝#✐❜❡ ❛ ❢❡✇ ❛♣♣#♦❛❝❤❡* ❢#♦♠ #❡*❡❛#❝❤ ♦♥ *"#✉❝"✉#❛❧ ✐♠❛❣❡ F✉❛❧✐"② ♠❡❛*✉#❡*✳

▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ▼❡❛♥ ❙(✉❛/❡ ❊//♦/ ✭▲▼❙❊✮

❚❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ▼❡❛♥ ❙F✉❛#❡ ❊##♦# ❬✷✵❪ ✐* ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❡❛*✉#❡ ❢♦# "❤❡ ❞✐✛❡#❡♥❝❡ ✐♥ "✇♦ ✐♠❛❣❡*✳ ❲❡

❝♦♠♣✉"❡ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ F✉❛♥"✐"✐❡* ❛" ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✭✇✐"❤ ✐♥❞✐❝❡* 2 ≤ i ≤ n − 1 ❛♥❞ 2 ≤ j ≤ m − 1✮ ♦❢
X ❛♥❞ Y ✱ #❡*♣❡❝"✐✈❡❧②✿

L(xij) = x(i+1)j + x(i−1)j + xi(j+1) + xi(j−1) − 4xij

❛♥❞

L(yij) = y(i+1)j + y(i−1)j + yi(j+1) + yi(j−1) − 4yij ✭✸✳✶✵✮

❚❤❡ ✐♠❛❣❡ F✉❛❧✐"② ♠❡❛*✉#❡ Q
▲▼❙❊

✐* "❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛*

Q
▲▼❙❊

(X, Y ) =
1

(n − 2)(m − 2)

n−1
∑

i=2

m−1
∑

j=2

(L(xij) − L(yij))
2
. ✭✸✳✶✶✮

❙,/✉❝,✉/❛❧ .✐♠✐❧❛/✐,② ✐♥❞❡① ✭❙❙■▼✮

❚❤❡ ❙"#✉❝"✉#❛❧ ❙■▼ ✐❧❛#✐"② ✐♥❞❡① ✭❙❙■▼✮ ✇❛* ✐♥"#♦❞✉❝❡❞ ❜② ❲❛♥❣ ❡"✳ ❛❧✳ ❬✻✵❪ ❛♥❞ ✐* ❞❡✜♥❡❞ ♦♥

F✉❛❞#❛"✐❝ ✐♠❛❣❡ ♣❛"❝❤❡* ♦❢ *✐③❡ k × k ❛" "❤❡ *❛♠❡ ❧♦❝❛"✐♦♥ ✇✐"❤✐♥ "❤❡ ✐♠❛❣❡* X ❛♥❞ Y ✳ ▲❡"

PX ⊂ X ❜❡ *✉❝❤ ❛ ♣❛"❝❤ ❛♥❞ PY "❤❡ ❝♦##❡*♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛"❝❤ ❢♦# Y ✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉"❡ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

F✉❛♥"✐"✐❡* ❢♦# "❤❡ ♣❛"❝❤❡*✿

P̄X =
1

k2

∑

x∈PX

x, P̄Y =
1

k2

∑

y∈PY

y,

σPX

2 =
1

k2 − 1

∑

x∈PX

(

x − P̄X

)2
,

σPY

2 =
1

k2 − 1

∑

y∈PY

(

y − P̄Y

)2
,

σPXPY
=

1

k2 − 1

k2
∑

i=1

(

xi − P̄X

) (

yi − P̄Y

)

. ✭✸✳✶✷✮

❚❤❡ *"#✉❝"✉#❛❧ *✐♠✐❧❛#✐"② ✐♥❞❡① ✐* "❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛*

❙❙■▼(PX , PY ) =

(

2P̄X P̄Y + c1

)

(2σPXPY
+ c2)

(

P̄ 2
X + P̄ 2

Y + c1

) (

σ2
PX

+ σ2
PY

+ c2

) , ✭✸✳✶✸✮



✸✹ ❈❤❛♣$❡& ✸✳ ■♠❛❣❡ ,✉❛❧✐$② ♠❡❛1✉&❡1

✇✐$❤ $✇♦ ❝♦♥)$❛♥$) c1 ❛♥❞ c2 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ /❡)♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ 4✉❛♥$✐③❛$✐♦♥✳

❯)✐♥❣ $❤❡ )$/✉❝$✉/❛❧ )✐♠✐❧❛/✐$② ✐♥❞❡① ❛♥ ✐♠❛❣❡ 4✉❛❧✐$② ♠❡❛)✉/❡Q
❙❙■▼

(X, Y ) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛) $❤❡

)$/✉❝$✉/❛❧ )✐♠✐❧❛/✐$② ✐♥❞❡① ❛✈❡/❛❣❡❞ ♦✈❡/ ❛❧❧ ♣♦))✐❜❧❡ k × k ♣❛$❝❤❡) ✐♥ $❤❡ ✐♠❛❣❡) X ❛♥❞ Y ✳ ❚❤❡

/❡)✉❧$✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ✐) ✐♥ $❤❡ /❛♥❣❡ [−1, 1]✱ ❛♥❞ $❤❡ ❤✐❣❤❡/ $❤❡ Q
❙❙■▼

✈❛❧✉❡✱ $❤❡ ♠♦/❡ )✐♠✐❧❛/ ❛/❡ $❤❡

❝♦♠♣❛/❡❞ ✐♠❛❣❡)✳

❉✐1❝&❡$❡ ✇❛✈❡❧❡$ $&❛♥1❢♦&♠ ✭❉❲❚✮

❚❤❡ ❞✐)❝/❡$❡ ✇❛✈❡❧❡$ $/❛♥)❢♦/♠ ✐♠❛❣❡ 4✉❛❧✐$② ♠❡❛)✉/❡ ❤❛) ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ●❛②❧❡ ❬✷✺❪✳ ■♠❛❣❡)X
❛♥❞ Y ❛/❡ ❝♦♠♣❛/❡❞ ❛) ❢♦❧❧♦✇)✿ ❛ ❞✐)❝/❡$❡ ✇❛✈❡❧❡$ $/❛♥)❢♦/♠ ✐) ❛♣♣❧✐❡❞ $♦ $❤❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❧❛②❡/

♦❢ ✐♠❛❣❡ X ❛♥❞ Y ✱ /❡)♣❡❝$✐✈❡❧②✳ ▲❡$ Mf
X ❜❡ $❤❡ ♠❛❣♥✐$✉❞❡) ♦❢ $❤❡ ❞✐)❝/❡$❡ ✇❛✈❡❧❡$ $/❛♥)❢♦/♠

❝♦❡✣❝✐❡♥$) ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦/ X ❛♥❞ ❢/❡4✉❡♥❝② ❜❛♥❞ f ✱ ❛♥❞ ❧❡$ Mf
Y ❜❡ $❤❡ ❝♦//❡)♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛❣♥✐$✉❞❡)

❢♦/ ✐♠❛❣❡ Y ✳ ❋/♦♠ Mf
X ❛♥❞ Mf

Y $❤❡ ❛❜)♦❧✉$❡ ✈❛❧✉❡) ♦❢ ❞✐✛❡/❡♥❝❡)

df
i (X, Y ) =

∣

∣

∣
Mf

Xi − Mf
Y i

∣

∣

∣ , i = 1, . . . ,
∣

∣

∣M
f
X

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣M
f
Y

∣

∣

∣ . ✭✸✳✶✹✮

❛/❡ ❝♦♠♣✉$❡❞ ❢♦/ ❡❛❝❤ ❢/❡4✉❡♥❝② ❜❛♥❞✳ ▲❡$ σf (X, Y ) ❜❡ $❤❡ )$❛♥❞❛/❞ ❞❡✈✐❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❞✐✛❡/❡♥❝❡)

df
i (X, Y ) ❢♦/ ❢/❡4✉❡♥❝② ❜❛♥❞ f ✳ ◆♦✇✱ $❤❡ Q

❉❲❚

(X, Y ) ✐♠❛❣❡ 4✉❛❧✐$② ♠❡❛)✉/❡ ✐) ❞❡✜♥❡❞ ❛) $❤❡

♠❡❛♥ ♦❢ $❤❡ σf (X, Y ) ❢♦/ ❛❧❧ $❤❡ ❢/❡4✉❡♥❝② ❜❛♥❞)✳

Q
❉❲❚

✳

❉✐✛❡&❡♥❝❡ ✐♥ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥$&❛1$ ✭∆LC✮

❚❤❡ ✐♠❛❣❡ 4✉❛❧✐$② ♠❡❛)✉/❡ Q∆LC ✐) ❜❛)❡❞ ♦♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥$/❛)$ ♠❡❛)✉/❡✳ ❍❡/❡ $❤❡ ▼✐❝❤❡❧)♦♥

❝♦♥$/❛)$ ❬✹✹❪ ✐) ✉)❡❞ ❛) ❛ ♠❡❛)✉/❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥$/❛)$✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉$❡ ✐$ ♦♥ ❛ k × k ♣❛$❝❤ PX ⊂ X ♦❢

$❤❡ ✐♠❛❣❡ X ❛) ❢♦❧❧♦✇)✿

LC(PX) =
xmax − xmin

xmax + xmin
, ✭✸✳✶✺✮

✇❤❡/❡ x ✐) ❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❝♦♦/❞✐♥❛$❡ ✐♥ XY Z ❝♦❧♦/ )♣❛❝❡ ✭❛$ ♣✐①❡❧ x ∈ PX✮✱ ❛♥❞ xmax ❛♥❞ xmin ❛/❡

$❤❡ ❤✐❣❤❡)$ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ $❤❡ ❧♦✇❡)$ ✈❛❧✉❡✱ /❡)♣❡❝$✐✈❡❧②✱ ♦❢ $❤✐) ✐♥$❡♥)✐$② ♦♥ $❤❡ ♣❛$❝❤PX ✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉)❧②✱

✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉$❡ $❤❡ ✈❛❧✉❡ LC(PY ) ❢♦/ $❤❡ ❝♦//❡)♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛$❝❤ PY ✐♥ ✐♠❛❣❡ Y ✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡

∆LC(PX , PY ) = |LC(PX) − LC(PY )|. ✭✸✳✶✻✮

❚❤❡ ✐♠❛❣❡ 4✉❛❧✐$② ♠❡❛)✉/❡ Q∆LC(X, Y ) ✐) $❤❡♥ ✜♥❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛) $❤❡ ♠❡❛)✉/❡ ∆LC ❛✈❡/❛❣❡❞ ♦✈❡/

❛❧❧ ♣♦))✐❜❧❡ k × k ♣❛$❝❤❡) ✐♥ ✐♠❛❣❡) X ❛♥❞ Y ✳

▲✐♥❡❛& ❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥ ♦❢ ∆LC ❛♥❞ ∆E

❆) ✇❡ ♠❡♥$✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦/❡✱ ✐♥ ✐♠❛❣❡) $/❛♥)❢♦/♠❡❞ ❞✉/✐♥❣ $❤❡ ❣❛♠✉$ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣/♦❝❡)) $❤❡ ♠♦)$

✐♠♣♦/$❛♥$ ❢❛❝$♦/) ❛/❡ ✉)✉❛❧❧② ❝♦❧♦/ ♣/❡)❡/✈❛$✐♦♥✱ ❞❡$❛✐❧ ♣/❡)❡/✈❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❛/$✐❢❛❝$)✳ ❍❡/❡

✇❡ ❞❡)❝/✐❜❡ ❛ ♠❡❛)✉/❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡) $✇♦ ♦❢ $❤❡)❡ ❢❛❝$♦/)✱ ♥❛♠❡❧② ❝♦❧♦/ ♣/❡)❡/✈❛$✐♦♥ ✭✉)✐♥❣∆E✮

❛♥❞ ❞❡$❛✐❧ ♣/❡)❡/✈❛$✐♦♥ ✭∆LC✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛)✉/❡ ∆E,LC ✐) ❛ ❧✐♥❡❛/ ❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡)❡ ❢❛❝$♦/)✳

Q∆E,LC
= α · Q∆LC + (1 − α) · Q∆E ✭✸✳✶✼✮

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ α ✐) ❝❤♦)❡♥ $♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❤✐$ /❛$❡) ✉)✐♥❣ ❝/♦)) ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥✳



 ❛"# ■■

❆♣♣❧✐❝❛&✐♦♥)

✸✺





❈❤❛♣$❡& ✹

❊✈❛❧✉❛%✐♦♥ ♦❢ ❣❛♠✉% ♠❛♣♣✐♥❣

❛❧❣♦-✐%❤♠/

❍♦✇❡✈❡% ❜❡❛✉)✐❢✉❧ )❤❡ .)%❛)❡❣②✱

②♦✉ .❤♦✉❧❞ ♦❝❝❛.✐♦♥❛❧❧② ❧♦♦❦ ❛) )❤❡ %❡.✉❧).✳

❙✐" ❲✐♥%&♦♥ ❈❤✉"❝❤✐❧❧

❆% %❤♦✇♥ ✐♥ &❤❡ ♣"❡✈✐♦✉% ❝❤❛♣&❡"✱ ❣❛♠✉&% ♦❢ ❞✐✛❡"❡♥& ❞❡✈✐❝❡% ❞✐✛❡" %&"♦♥❣❧② ❢"♦♠ ❡❛❝❤ ♦&❤❡"✳

❋♦" ✐♥%&❛♥❝❡✱ ❜❡❝❛✉%❡ ♦❢ ❞❡✈✐❝❡ ❧✐♠✐&❛&✐♦♥%✱ ❛ ♣"✐♥&❡" ✐% &②♣✐❝❛❧❧② ♥♦& ❛❜❧❡ &♦ "❡♣"♦❞✉❝❡ ❛❧❧ &❤❡

❝♦❧♦"% ✈✐%✐❜❧❡ ♦♥ ❛ ❞✐%♣❧❛②✳ ❆% ❛♥ ✐❧❧✉%&"❛&✐♦♥✱ ✇❡ %❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✉"❡ ✹✳✶ ❛♥ ♦"✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✐&%

"❡♣"♦❞✉❝&✐♦♥ ❜② ❞✐✛❡"❡♥& ♣"✐♥&❡" ❣❛♠✉&%✱ ✇❤❡"❡ ❛❧❧ ♦✉&✲♦❢✲❣❛♠✉& ❝♦❧♦"% ❛"❡ "❡♣"♦❞✉❝❡❞ ❜② ✇❤✐&❡✳

❲❤❡♥ "❡♣"♦❞✉❝✐♥❣ ❝♦❧♦" ✐♠❛❣❡% ♦♥ ❞✐✛❡"❡♥& ❞❡✈✐❝❡%✱ ♦♥❡ ❤❛% &♦ ❛❞❛♣& &❤❡%❡ ✐♠❛❣❡% &♦ ❞❡✈✐❝❡ ❣❛♠✉&

❧✐♠✐&❛&✐♦♥%✳ ❚❤❡ ♣"♦❝❡%% ♦❢ ❛❞❛♣&✐♥❣ &❤❡ ❝♦❧♦"% &♦ ❞❡✈✐❝❡ ❧✐♠✐&❛&✐♦♥% ✐% ❝❛❧❧❡❞ ❣❛♠✉& ♠❛♣♣✐♥❣✳

■♥ &❤✐% ❝❤❛♣&❡"✱ ✇❡ ❞❡%❝"✐❜❡ ♣%②❝❤♦✲✈✐%✉❛❧ &❡%&% &❤❛& ❝❛♥ ❜❡ ✉%❡❞ ❢♦" &❤❡ ❝♦♠♣❛"✐%♦♥ ♦❢ ●▼❆% ❛♥❞

❛❧%♦ ✐♥ &❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥& ♦❢ ●▼❆%✳ ❖✉" ❛♣♣"♦❛❝❤ ❜✉✐❧❞% ♦♥ &❤❡ ✐♥%✐❣❤& &❤❛& ❣❛♠✉& ♠❛♣♣✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡

%❡❡♥ ❛% ❛ ❤✐❣❤❧② ♣❛"❛♠❡&❡"✐③❡❞ ♣"♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡"❡ ❛"❡ ♠❛♥②✱ %♦♠❡&✐♠❡% ❝♦♠♣❡&✐♥❣ ♣❛"❛♠❡&❡"% "❡❧❡✲

✈❛♥& ❢♦" ❣❛♠✉& ♠❛♣♣✐♥❣✿ ✜"%& ♦❢ ❛❧❧ &❤❡ ♣"❡%❡"✈❛&✐♦♥ ♦❢ ❤✉❡✱ ❧✐❣❤&♥❡%% ❛♥❞ %❛&✉"❛&✐♦♥✳ ❆❧%♦✱ ✐♥ &❤❡

"❡❛❧✐③❛&✐♦♥ ♦❢ ●▼❆%✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✇♦"❦✐♥❣ ❝♦❧♦" %♣❛❝❡✱ &❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❞✐"❡❝&✐♦♥✱ ❝♦♠♣"❡%%✐♦♥

&②♣❡ ✭❝❧✐♣♣✐♥❣✱ ❧✐♥❡❛"✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛" ❝♦♠♣"❡%%✐♦♥✮ ❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ %♦✉"❝❡ ❣❛♠✉& ❞❡%❝"✐♣✲

&✐♦♥✳ ❲❡ ✉%❡ ♣%②❝❤♦✲✈✐%✉❛❧ &❡%&%✖♣❛✐"❡❞ ❝♦♠♣❛"✐%♦♥%✖&♦ ❞❡&❡"♠✐♥❡ ❛♥ ♦♣&✐♠❛❧ ♣❛"❛♠❡&❡" %❡&&✐♥❣✳

❚❤❡ ❞❛&❛ ❡❧✐❝✐&❛&✐♦♥ ♣❤❛%❡ ♦❢ ♦✉" &❡%& ✐% &❤❡ %❛♠❡ ❛% ✐♥ &"❛❞✐&✐♦♥❛❧ ♣%②❝❤♦✲✈✐%✉❛❧ &❡%&% ❝♦♥❞✉❝&❡❞ &♦

❝♦♠♣❛"❡ ❞✐✛❡"❡♥& ❣❛♠✉& ♠❛♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦"✐&❤♠%✳ ■♥ ♣❛"&✐❝✉❧❛"✱ &❤❡ ♥✉♠❜❡" ♦❢ ♣❛✐"❡❞ ❝♦♠♣❛"✐%♦♥% ♣❡"

♦❜%❡"✈❡" ✐% ♥♦& ❧❛"❣❡"✱ ❛♥❞ &❤❡ ♥✉♠❜❡" ♦❢ ♦❜%❡"✈❡"% ❝❛♥ ❜❡ ❦❡♣& "❡❛%♦♥❛❜❧❡✱ ❛❧&❤♦✉❣❤ &❤❡ ♣♦&❡♥&✐❛❧

♥✉♠❜❡" ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦"✐&❤♠% &❤❛& ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛"❡❞ ✐% ♠✉❝❤ ❧❛"❣❡"✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡"❡♥❝❡ &♦ &"❛❞✐&✐♦♥❛❧

♣%②❝❤♦✲✈✐%✉❛❧ &❡%&% ❝♦♠♣❛"✐♥❣ ●▼❆% ✐% ✐♥ &❤❡ ✇❛②✱ ❤♦✇ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ &❤❡ ❡❧✐❝✐&❡❞ ❞❛&❛✳ ❆% ♠❡♥✲

&✐♦♥❡❞ ✐♥ &❤❡ ❈❤❛♣&❡" ✷✱ ❚❤✉"%&♦♥❡✬% ♠❡&❤♦❞ ✐% ♥♦& ❡✣❝✐❡♥& ❡♥♦✉❣❤ ❢♦" &❡%&✐♥❣ ♠✉❧&✐✲♣❛"❛♠❡&❡"

❛❧❣♦"✐&❤♠%✳ ❍❡♥❝❡✱ ❤❡"❡ ✇❡ ✉%❡ ❝♦♥❥♦✐♥& ❛♥❛❧②%✐% &❤❛& ❡%%❡♥&✐❛❧❧② ✜&% ❛ ❧✐♥❡❛" ♠♦❞❡❧ ❬✷✻❪ &♦ &❤❡

❞❛&❛ ❜② ❛%%✐❣♥✐♥❣ ❛ ♣❛"&✲✇♦"&❤ ✈❛❧✉❡ &♦ ❡❛❝❤ ♣❛"❛♠❡&❡" ❧❡✈❡❧✳ ■♥ ❛❞❞✐&✐♦♥ &♦ T✉❛❧✐&② ✈❛❧✉❡% ♦❢ ❛

♣❛"❛♠❡&❡" %❡&&✐♥❣✱ ✇❡ ❛"❡ ❛❧%♦ ✐♥&❡"❡%&❡❞ ✐♥ ❡①&❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ &❡%&✐♥❣ &❤❡ ✉♥❞❡"❧②✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

♣❛"❛♠❡&❡" ✐♥&❡"❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡%✱ ❝❤♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧%✱ ❛♥❞ &❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♠❛❣❡% ❛♥❞ ♦❜%❡"✈❡"%✳

❲❡ %❤♦✉❧❞ ♣♦✐♥& ♦✉& &❤❛& ✇❡ ❛"❡ ♥♦& &❤❡ ✜"%& ✇❤♦ %②%&❡♠❛&✐❝❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞❡ ♦❜%❡"✈❡" ❡①♣❡"✐♠❡♥&% ✐♥

&❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥& ♦❢ ●▼❆%✱ %❡❡ ❢♦" ❡①❛♠♣❧❡ &❤❡ ✇♦"❦ ❞♦♥❡ ❜② ❑❛♥❣ ❡& ❛❧✳ ❬✸✼❪✳ ▼✉❧&✐✈❛"✐❛&❡ ❛♥❛❧②%✐%

&❡❝❤♥✐T✉❡% ❛❧%♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉%❡❞ ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣"♦❝❡%%✐♥❣ &♦ ❣❛✉❣❡ &❤❡ ✐♠♣♦"&❛♥❝❡ ♦❢ ♣❛"❛♠❡&❡"%✱ %❡❡ ❢♦"

❡①❛♠♣❧❡ &❤❡ ❜♦♦❦ ♦❢ ❑❡❡❧❛♥ ❬✸✽❪✳ ❍❡"❡✱ &❤❡ %❝❛❧✐♥❣ ❜❡&✇❡❡♥ ❞✐✛❡"❡♥& ♣❛"❛♠❡&❡"% ✐% ❡♥%✉"❡❞ ✇✐&❤

&❤❡ ✉%❡ ♦❢ ❏✉%& ◆♦&✐❝❡❛❜❧❡ ❉✐✛❡"❡♥❝❡% ✭❏◆❉%✮✳

✸✼



β

β = α · D · tanh

(

S

D
· tanh−1

(

X

S

))

+ (1 − α) · X · D
S

,



✹✳✶✳ ❈♦♥❥♦✐♥( ❛♥❛❧②,✐, ❢♦. ❡✈❛❧✉❛(✐♥❣ ♣❛.❛♠❡(.✐③❡❞ ●▼❆,✳ ✸✾

• X ✐# $❤❡ ❞✐#$❛♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥$ $♦ $❤❡ ❝♦❧♦/ ♣♦✐♥$ $❤❛$ ♥❡❡❞# $♦ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞✱

• S ✐# $❤❡ ❞✐#$❛♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥$ $♦ $❤❡ #♦✉/❝❡ ❣❛♠✉$ ❜♦✉♥❞❛/②✱

• D ✐# $❤❡ ❞✐#$❛♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥$ $♦ $❤❡ ❞❡#$✐♥❛$✐♦♥ ❣❛♠✉$ ❜♦✉♥❞❛/②✱ ❛♥❞

• α ✐# ❛ ✇❡✐❣❤$✐♥❣ ❢❛❝$♦/ ✐♥ $❤❡ /❛♥❣❡ 0 < α ≤ 1✳

❉❡(❛✐❧,✳ ❘❡❝♦♥#$/✉❝$✐♥❣ ❞❡$❛✐❧# ❝❛♥ ❡##❡♥$✐❛❧❧② ✐♠♣/♦✈❡ $❤❡ :✉❛❧✐$② ♦❢ $❤❡ ♠❛♣♣❡❞ ✐♠❛❣❡ ❬✹❀ ✷✸❀

✻✺❪✳ ❲❡ ✉#❡❞ ❛ ❞❡$❛✐❧ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥$ ♣/♦❝❡❞✉/❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$ ♦❢ $❤❡ ♠❛#$❡/ ❛❧❣♦/✐$❤♠✳ ❇✉$ ✇❡

❝❛♥ ✐♥$❡/♣/❡$ ✐$ ❛# ❛ ♣❛/❛♠❡$❡/ ♦❢ $❤❡ ♠❛#$❡/ ❛❧❣♦/✐$❤♠ ✐♥ $❤❡ #❡♥#❡ $❤❛$ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❞❡$❛✐❧

❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥$ ✐♥ ✈❛/②✐♥❣ ❞❡❣/❡❡# $♦ $❤❡ /❡#✉❧$# ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢/♦♠ $❤❡ ♠❛#$❡/ ❛❧❣♦/✐$❤♠✳ ❲❡ ✉#❡ $❤❡

❞❡$❛✐❧ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥$ ♠❡$❤♦❞ ❜❛#❡❞ ♦♥ ❡❞❣❡✲♣/❡#❡/✈✐♥❣ #♠♦♦$❤✐♥❣ ✜❧$❡/# ❞❡#❝/✐❜❡❞ ❜② ❩♦❧❧✐❦❡/ ❬✻✺❪

✇✐$❤ ❞✐✛❡/❡♥$ ✇❡✐❣❤$✐♥❣ ❢❛❝$♦/# r✳ ❚❤❡ ♦$❤❡/ ♣❛/❛♠❡$❡/# ✇❡/❡ ❦❡♣$ ❛$ ❞❡❢❛✉❧$ ✈❛❧✉❡#✿ σc = 20 ❛♥❞

σs = 4%✳

❈♦❧♦. ,♣❛❝❡✳ ◆♦$❡ $❤❛$ ♦✉/ ♠❛#$❡/ ❛❧❣♦/✐$❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❝♦❧♦/ #♣❛❝❡# ❛♥❞ $❤✐#

♣❛/❛♠❡$❡/ ❞❡#❝/✐❜❡# $❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✇♦/❦✐♥❣ ❝♦❧♦/ #♣❛❝❡✳ ■♥ ♦✉/ #$✉❞② ✇❡ ✉#❡❞ ❡✐$❤❡/ ■M❚ ❬✶✽❪ ♦/

❈■❊▲❆❇ ❬✶✵❪ ❝♦❧♦/ #♣❛❝❡✳

❈♦❧♦. ❛♥❞ ▲✐❣❤(♥❡,,✳ ❆♥♦$❤❡/ ❢/❡❡ ♣❛/❛♠❡$❡/ ♦❢ ♦✉/ ♠❛#$❡/ ❛❧❣♦/✐$❤♠ ✐# $❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❢♦❝❛❧

♣♦✐♥$✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐# $♦ ♣/♦❞✉❝❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❝♦❧♦/ ❛♥❞ ❞❡♥#✐$② #❤✐❢$# ✐♥ $❤❡ ♠❛♣♣❡❞ ✐♠❛❣❡ ❜② ✈❛/②✐♥❣

$❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥$✳ ❆ ♥❛$✉/❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦/ $❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥$ ✐# ❝❧♦#❡ $♦ $❤❡ ♠✐❞ ♣♦✐♥$ ♦❢ $❤❡ ❣/❛② ❛①✐# ✐♥

$❤❡ ❞❡#$✐♥❛$✐♦♥ ❣❛♠✉$✳ ▼♦✈✐♥❣ $❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥$ ♦♥ $❤❡ ❧✐❣❤$♥❡## ❛①✐# /❡#✉❧$# ✐♥ ❛ ♦✈❡/❛❧❧ ❧✐❣❤$♥❡##

❝❤❛♥❣❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛♣♣❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥$ ♦❢ $❤❡ ❧✐❣❤$♥❡## ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❛ #♣❡❝✐✜❝ ♣✐①❡❧ ❞❡❝/❡❛#❡# ❢/♦♠

❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦/ $❤❡ ❝♦❧♦/# ❝❧♦#❡ $♦ $❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥$ $♦✇❛/❞# ③❡/♦ ❛$ $❤❡ ❣❛♠✉$ ❜♦✉♥❞❛/②✳ ❙✐♠✐❧❛/❧②✱

❛ #❤✐❢$ ♦❢ $❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥$ ✐♥ $❤❡ ❝❤/♦♠❛ ♣❧❛♥❡ /❡#✉❧$# ✐♥ ❛ ❝♦❧♦/ #❤✐❢$ ♦❢ $❤❡ ♠❛♣♣❡❞ ✐♠❛❣❡✳

❍✉❡✳ ■♥ ♦/❞❡/ $♦ #$✉❞② $❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❤✉❡ #❤✐❢$# $❤❡ ❝♦❧♦/ ♦❢ ❛❧❧ ♣✐①❡❧# ✇❡/❡ #❤✐❢$❡❞ ✐♥ ❤✉❡ ❜② ❛

❞❡✜♥❡❞ ❛♥❣❧❡ ♣/✐♦/ $♦ ❛♣♣❧②✐♥❣ $❤❡ ♠❛#$❡/ ❛❧❣♦/✐$❤♠✳

●❛♠✉( ❙✐③❡✳ ❚♦ ❣❛✉❣❡ $❤❡ ✐♠♣♦/$❛♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ❞❡#$✐♥❛$✐♦♥ ❣❛♠✉$ ✇❡ ❛❧#♦ $❡#$❡❞ ❛ ❣❛♠✉$ #✐③❡

♣❛/❛♠❡$❡/✳ ❚❤✐# ✐# ♥♦$ ❛❝$✉❛❧❧② ❛ ❢/❡❡ ♣❛/❛♠❡$❡/ ♦❢ ♦✉/ ♠❛#$❡/ ❛❧❣♦/✐$❤♠✱ ❜✉$ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐$✱

❜❡❝❛✉#❡ ✐$ ❛❧❧♦✇# ✉# $♦ ❡#$✐♠❛$❡ $❤❡ /❡❧❛$✐✈❡ ✐♠♣♦/$❛♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ❞❡#$✐♥❛$✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐$✐❡#

❝♦♠♣❛/❡❞ $♦ $❤❡ ❢/❡❡ ♣❛/❛♠❡$❡/# ♦❢ $❤❡ ♠❛#$❡/ ❛❧❣♦/✐$❤♠✳ ❲❡ $❡#$❡❞ ❢♦✉/ ❞✐✛❡/❡♥$ ❞❡#$✐♥❛$✐♦♥

❣❛♠✉$#✳ ❚❤❡ #♠❛❧❧❡#$ ✇❛# ■❙❖✲◆❡✇#♣❛♣❡/✱ $❤❡ ❧❛/❣❡#$ ■❙❖✲❈♦❛$❡❞✳ ❚❤❡ /❡♠❛✐♥✐♥❣ ❣❛♠✉$# ✇❡/❡

❝/❡❛$❡❞ ❢/♦♠ $❤❡ $✇♦ ❛# ✇❡✐❣❤$❡❞ ❛✈❡/❛❣❡✳

●❛♠✉( ❙❤✐❢(✳ ❚❤✐# ♣❛/❛♠❡$❡/ ❞❡#❝/✐❜❡# ❛ #❤✐❢$ ♦❢ $❤❡ ❞❡#$✐♥❛$✐♦♥ ❣❛♠✉$ ✐♥ $❤❡ ✇♦/❦✐♥❣ ❝♦❧♦/

#♣❛❝❡✳

●❛♠✉( ❘♦(❛(✐♦♥✳ ❆♥♦$❤❡/ ♣❛/❛♠❡$❡/ $❤❛$ ✇❡ ❝♦♥#✐❞❡/❡❞ ✐# ❛ /♦$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❞❡#$✐♥❛$✐♦♥ ❣❛♠✉$

✐♥ $❤❡ ✇♦/❦✐♥❣ ❝♦❧♦/ #♣❛❝❡✳

✹✳✶✳✷ ❙❡&✉♣ ♦❢ &❤❡ ❝♦♥❥♦✐♥& 0&✉❞✐❡0

❚✇♦ ❝♦♥❥♦✐♥$ #$✉❞✐❡# ✇❡/❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜❛#❡❞ ♦♥ $❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣❛/❛♠❡$❡/#✳ ❆❢$❡/ ♣/❡❧✐♠✐♥❛/② ❡✈❛❧✉❛$✐♥❣

$❤❡ /❡#✉❧$# ♦❢ ❙!✉❞② ✶ ✐$ ✇❛# /❡❛❧✐③❡❞✱ $❤❛$ $❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ ✐♥❢♦/♠❛$✐♦♥ ❢/♦♠ $✇♦ ♦❢ $❤❡ ♣❛/❛♠❡$❡/#

✭●❛♠✉! ❙❤✐❢! ❛♥❞ ●❛♠✉! ❘♦!❛!✐♦♥✮ ✇❛# ♠❛/❣✐♥❛❧✳ ❚❤✉#✱ ✐♥ ❙!✉❞② ✷✱ $❤♦#❡ $✇♦ ♣❛/❛♠❡$❡/# ✇❡/❡

/❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♥❡✇ ♣❛/❛♠❡$❡/# ✭❈♦❧♦2✴▲✐❣❤!♥❡77 ❛♥❞ ❍✉❡✴❈♦❧♦2 ❙♣❛❝❡✮✳

■♥ ♦/❞❡/ $♦ ❦❡❡♣ $❤❡ ♥✉♠❜❡/ ♦❢ ♣♦##✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥# /❡❛#♦♥❛❜❧② #♠❛❧❧✱ #♦♠❡ ♦❢ $❤❡ ♣❛/❛♠❡$❡/#

✇❡/❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥$♦ ♦♥❡ ♣❛/❛♠❡$❡/ ❛♥❞ $❤❡ ♥✉♠❜❡/ ♦❢ ❝♦♥#✐❞❡/❡❞ ❧❡✈❡❧# ✇❛# /❡❞✉❝❡❞✳ ▲✐❣❤$♥❡##

❛♥❞ ❈♦❧♦/ ✇❡/❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥$♦ ♦♥❡ ♣❛/❛♠❡$❡/ ✇✐$❤ ♦♥❧② #✐① ❧❡✈❡❧#✳ ❇❡❝❛✉#❡ $❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡/❡♥❝❡ ♦❢

❈■❊▲❆❇ ❛♥❞ ■M❚ ❝♦❧♦/ #♣❛❝❡ ❛/❡ ❤✉❡ ❝♦♥#❡/✈❛$✐♦♥ ✐##✉❡#✱ $❤❡ ♣❛/❛♠❡$❡/# ❈♦❧♦/ ❙♣❛❝❡ ❛♥❞ ❍✉❡

♣❛/❛♠❡$❡/# ✇❡/❡ ❛❧#♦ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥$♦ ♦♥❡ ♣❛/❛♠❡$❡/✳ ■♥ ❙!✉❞② ✶✱ ♦♥❧② ♥❡✐❣❤❜♦/✐♥❣ ●❛♠✉$ ❙✐③❡ ❧❡✈❡❧#



✹✵ ❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❊✈❛❧✉❛$✐♦♥ ♦❢ ❣❛♠✉$ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦&✐$❤♠3

✇❡$❡ ✉&❡❞ ✐♥ *❤❡ ❝♦♠♣❛$✐&♦♥&✳ ❚❤✐& $❡&*$✐❝*✐♦♥ ✇❛& $❡♠♦✈❡❞ ✐♥ ❙!✉❞② ✷ ✐♥ ♦$❞❡$ *♦ ❜❡**❡$ *❡&* *❤❡

❞✐&*$✐❜✉*✐♦♥ ❛&&✉♠♣*✐♦♥ ✭❝♦♠♣❛$❡ ❙❡❝*✐♦♥& ✷✳✸✳✹✱ ✷✳✷✳✺✮ ✐♥ *❤❡ ❡✈❛❧✉❛*✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ✉&❡❞ ♣❛$❛♠❡*❡$& ❛♥❞ ❧❡✈❡❧& ❢♦$ *❤❡ *✇♦ &*✉❞✐❡& ❛$❡ &✉♠♠❛$✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❋♦$ ❜♦*❤ &*✉❞✐❡&✱

❡✈❡$② ✐♠❛❣❡ ❤❛❞ 1536 ♣♦&&✐❜❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛*✐♦♥&✳ ❚❤❡ ✜✈❡ ♣❛$❛♠❡*❡$& ❤❛❞ ❛ *♦*❛❧ ♦❢ 22 ❧❡✈❡❧&✳

D❛$❛♠❡*❡$ ▲❡✈❡❧ ▲❡✈❡❧ ❞❡&❝$✐♣*✐♦♥ ❙*✉❞②

●❛♠✉! ❙✐③❡

❙✶ ◆❡✇&♣❛♣❡$ ✶ ✷

❙✷ 2/3 ◆❡✇&♣✳ 1/3 ■❙❖❝♦❛*✳ ✶ ✷

❙✸ 1/3 ◆❡✇&♣✳ 2/3 ■❙❖❝♦❛*✳ ✶ ✷

❙✹ ■❙❖❝♦❛*❡❞ ✶ ✷

❈♦♠♣/❡00✐♦♥

❈✶ ▲✐♥❡❛$ ✶ ✷

❈✷ ❙✐❣♠♦✐❞❛❧ α = 0.5 ✶ ✷

❈✸ ❙✐❣♠♦✐❞❛❧ α = 0.8 ✶ ✷

❈✹ ❈❧✐♣♣✐♥❣ ✶ ✷

❉❡!❛✐❧0

❙✶ ♥♦ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥* ✶ ✷

❙✷ ✇❡✐❣❤*✐♥❣ ❢❛❝*♦$ r = 0.5 ✶ ✷

❙✸ ✇❡✐❣❤*✐♥❣ ❢❛❝*♦$ r = 1.0 ✶ ✷

❙✹ ✇❡✐❣❤*✐♥❣ ❢❛❝*♦$ r = 1.5 ✶ ✷

●❛♠✉! ❙❤✐❢!

❙❤✵ ♥♦ &❤✐❢* ✶

❙❤✰ &❤✐❢* (+5, 0, 0) ✶

❙❤✲ &❤✐❢* (−5, 0, 0) ✶

❙❤❈✶ &❤✐❢* (+0, 3, 0) ✶

❙❤❈✷ &❤✐❢* (0,−1.5,−1.5
√

3) ✶

❙❤❈✸ &❤✐❢* (0,−1.5,+1.5
√

3) ✶

●❛♠✉! ❘♦!❛!✐♦♥

■D❚✲❘✵ ■D❚✱ ♥♦ $♦*❛*✐♦♥ ✶

■D❚✲❘✲ ■D❚✱ ❤✉❡ ✲✵✳✶ $❛❞✐❛♥& ✶

■D❚✲❘✰ ■D❚✱ ❤✉❡ ✰✵✳✶ $❛❞✐❛♥& ✶

▲❛❜✲❘✵ ❈■❊▲❆❇✱ ♥♦ $♦*❛*✐♦♥ ✶

❈♦❧♦/✴▲✐❣❤!♥❡00

▲✵ ♥♦ &❤✐❢* ✷

▲✰ &❤✐❢* (+5, 0, 0) ✷

▲✲ &❤✐❢* (−5, 0, 0) ✷

❈♦❧✶ &❤✐❢* (+0, 3, 0) ✷

❈♦❧✷ &❤✐❢* (0,−1.5,−1.5
√

3) ✷

❈♦❧✸ &❤✐❢* (0,−1.5,+1.5
√

3) ✷

❍✉❡✴❈♦❧♦/ 0♣❛❝❡

■D❚✲❍✵ ■D❚✱ ♥♦ $♦*❛*✐♦♥ ✷

■D❚✲❍✲ ■D❚✱ ❤✉❡ ✲✵✳✶ $❛❞✐❛♥& ✷

■D❚✲❍✰ ■D❚✱ ❤✉❡ ✰✵✳✶ $❛❞✐❛♥& ✷

▲❛❜✲❍✵ ❈■❊▲❆❇✱ ♥♦ $♦*❛*✐♦♥ ✷

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ D❛$❛♠❡*❡$& ❛♥❞ *❤❡✐$ ❧❡✈❡❧& ✉&❡❞ ✐♥ ❙!✉❞② ✶ ❛♥❞ ❙!✉❞② ✷✳

✹✳✶✳✸ ❚❡&' &❡'✉♣

■♥ *❤✐& &❡❝*✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡&❝$✐❜❡ ❤♦✇ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝*❡❞ ♣❛✐$❡❞ ❝♦♠♣❛$✐&♦♥ ❞❛*❛ ✐♥ ❛ ♣&②❝❤♦✲✈✐&✉❛❧ *❡&* *♦

❛♥❛❧②③❡ ♦✉$ ♠❛&*❡$ ❣❛♠✉* ♠❛♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦$✐*❤♠✳ ■♥ ❡✈❡$② ♣❛✐$❡❞ ❝♦♠♣❛$✐&♦♥✱ ✇❡ ♣$❡&❡♥*❡❞ ❛♥ ♦$✐❣✐♥❛❧

✐♠❛❣❡ ❛♥❞ *✇♦ ✐♠❛❣❡& ♠❛♣♣❡❞ ❜② ❞✐✛❡$❡♥* ✐♥❝❛$♥❛*✐♦♥& ♦❢ ♦✉$ ♠❛&*❡$ ❛❧❣♦$✐*❤♠ ♦♥ ❛ ▲❈❉ &❝$❡❡♥✳



✹✳✶✳ ❈♦♥❥♦✐♥( ❛♥❛❧②,✐, ❢♦. ❡✈❛❧✉❛(✐♥❣ ♣❛.❛♠❡(.✐③❡❞ ●▼❆,✳ ✹✶

❚❤❡ ♦&✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✇❛. ♣&❡.❡♥0❡❞ ✐♥ 0❤❡ ✉♣♣❡& ❤❛❧❢ ♦❢ 0❤❡ .❝&❡❡♥ ❛♥❞ 0✇♦ ♠❛♣♣✐♥❣. ❜❡❧♦✇ 0❤❡

♦&✐❣✐♥❛❧ .✐❞❡ ❜② .✐❞❡✱ ❝♦♠♣❛&❡ ❋✐❣✉&❡ ✷✳✶ ✐♥ ❈❤❛♣0❡& ✷✳ ❖❜.❡&✈❡&. ✇❡&❡ ❛.❦❡❞ 0♦ ♠❛❦❡ 0❤❡✐& ❝❤♦✐❝❡

❛❝❝♦&❞✐♥❣ 0♦ 0❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥.0&✉❝0✐♦♥✿ ✏❈❤♦♦$❡ &❤❡ ❜❡$& (❡♣(❡$❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♦(✐❣✐♥❛❧✳ ■❢ ②♦✉ $❡❡

♥♦ ❞✐✛❡(❡♥❝❡✱ ❝❧✐❝❦ &❤❡ ♦(✐❣✐♥❛❧✑✳

❚❤❡ 0✇♦ ♠❛♣♣✐♥❣. ✇❡&❡ ❝❤♦.❡♥ ❛0 &❛♥❞♦♠ ❢&♦♠ ♦✉& ♣❛&❛♠❡0❡& .♣❛❝❡✳ ❆. ♠❡♥0✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝0✐♦♥ ✷✳✶✳✷

&❛♥❞♦♠ ❞❡.✐❣♥. ♠❛② ♥♦0 ❜❡ 0❤❡ ♠♦.0 ❡✣❝✐❡♥0 ♦♥❡.✱ ❜✉0 ❛✈♦✐❞✐♥❣ .②.0❡♠❛0✐❝ ❡&&♦&. ❤❛❞ ❛ ❤✐❣❤❡&

♣&✐♦&✐0② ❢♦& ✉. 0❤❛♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❋♦& ❙&✉❞② ✶ ✇❡ ❤❛❞ 0❤❡ ❝♦♥.0&❛✐♥0✱ 0❤❛0 ❣❛♠✉0 .✐③❡ ❧❡✈❡❧. ✐♥ ❝♦♠♣❛&❡❞

✐♠❛❣❡. ❞✐✛❡& ♥♦ ♠♦&❡ 0❤❛♥ ♦♥❡ ❝♦♥.❡❝✉0✐✈❡ ✭✐♥ 0❤❡ ♥❛0✉&❛❧ ♦&❞❡&✮ ❧❡✈❡❧ .✐♥❝❡ ❧❛&❣❡& ❞✐✛❡&❡♥❝❡. ✐♥

❣❛♠✉0 .✐③❡ ❡..❡♥0✐❛❧❧② ❞❡0❡&♠✐♥❡ 0❤❡ ❝❤♦✐❝❡✳

❚❤❡ ♦❜.❡&✈❡&. ✇❤♦ ♣❛&0✐❝✐♣❛0❡❞ ✐♥ ♦✉& 0❡.0 ❤❛❞ 0♦ ❝❤♦♦.❡ 0❤❡ ♠❛♣♣❡❞ ✐♠❛❣❡ 0❤❛0 ❜❡00❡& &❡♣&♦❞✉❝❡.

0❤❡ ♦&✐❣✐♥❛❧✳ ❋♦& 0❤❡✐& ❝❤♦✐❝❡.✱ 0❤❡ ♦❜.❡&✈❡&. ✉.❡❞ ❛ ♠♦✉.❡ 0♦ ❝❧✐❝❦ ♦♥ 0❤❡ ❝♦&&❡.♣♦♥❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡✳ ■❢

♥♦ ❞✐✛❡&❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ .❡❡♥✱ 0❤❡ ♦&✐❣✐♥❛❧ ❤❛❞ 0♦ ❜❡ .❡❧❡❝0❡❞ ✐♥ ♦&❞❡& 0♦ ❛✈♦✐❞ ❛ ❢♦&❝❡❞ ❝❤♦✐❝❡✳

❚❡,( ,❡(,

❚❤❡ .❛♠❡ ✈✐.✉❛❧ .0✉❞② ✇❛. ❝❛&&✐❡❞ ♦✉0 ✇✐0❤✐♥ ❞✐✛❡&❡♥0 ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥0.✳ ❲❤✐❧❡ 0❤❡ ❧❛❜♦.❛(♦.② .❡0✲

✉♣ ✇❛. ❝❛&&✐❡❞ ♦✉0 ✐♥ ❛ ❝♦♥0&♦❧❧❡❞ ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥0✱ ❛❞❥✉.0❡❞ ❝❧♦.❡❧② 0♦ 0❤❡ ❈■❊ ✈✐❡✇✐♥❣ .0❛♥❞❛&❞✱
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❋♦% #❤✐& ✇❡ ✉&❡ #❤❡ &#❛♥❞❛%❞ ❞❡✈✐❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♣❛%#✲✇♦%#❤& ✇✐#❤✐♥ #❤❡ ♣❛%❛♠❡#❡%&✳ ◆♦#❡ #❤❛# #❤❡

❝♦♠♣✉#❡❞ ✐♠♣♦%#❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞& ♦♥ #❤❡ ❧❡✈❡❧& ❝❤♦&❡♥ ❢♦% #❤❡ ♣❛%❛♠❡#❡%&✱ ❡✳❣✳✱ ✐❢ ✇❡ ❝❤♦♦&❡ ❧❡✈❡❧& ❢♦%

❛ ♣❛%❛♠❡#❡% #❤❛# ❤❛%❞❧② ❝❛♥ ❜❡ ❞✐&#✐♥❣✉✐&❤❡❞✱ #❤❡♥ #❤❡ ✐♠♣♦%#❛♥❝❡ ♦❢ #❤✐& ♣❛%❛♠❡#❡% ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦✇✱

#❤♦✉❣❤ ✐# ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤ ❢♦% ❛ ❞✐✛❡%❡♥# ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❧❡✈❡❧&✳ ❍❡♥❝❡ #❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❧❡✈❡❧& ✐& ❛♥ ✐♠♣♦%#❛♥#

#❛&❦ ✐♥ ❝♦♥❥♦✐♥# ❛♥❛❧②&✐&✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦%#❛♥❝❡ ♦❢ #❤❡ ❞✐✛❡%❡♥# ♣❛%❛♠❡#❡%& ✐& &❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳

❙!✉❞② ✶ ❙!✉❞② ✷

■♠♣♦%#❛♥❝❡ ❘❛♥❦ ■♠♣♦%#❛♥❝❡ ❘❛♥❦ σ〈∆E〉

●❛♠✉# ❙✐③❡ ✵✳✺✼✷ ✶ ✵✳✹✼✸ ✶ ✸✳✸✵

❈♦♠♣%❡&&✐♦♥ ✵✳✶✽✼ ✷ ✵✳✶✸✶ ✹ ✷✳✵✸

❈♦❧♦%✴▲✐❣❤#♥❡&& ✵✳✶✻✶ ✷ ✶✳✼✹

❈♦❧♦% &♣❛❝❡ ✵✳✵✹✷ ✺ ✵✳✵✻✹ ✻ ✵✳✻✷

●❛♠✉# &❤✐❢# ✵✳✵✼✹ ✹ ✵✳✹✽

❉❡#❛✐❧& ✵✳✶✸✵ ✸ ✵✳✶✺✵ ✸ ✵✳✶✾

❍✉❡ ✵✳✵✽✺ ✺ ✵✳✶✼

●❛♠✉# %♦#❛#✐♦♥ ✵✳✵✶✼ ✻ ✵✳✶✷

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ■♠♣♦%#❛♥❝❡ ♦❢ ♣❛%❛♠❡#❡%& ❢♦% ❜♦#❤ &#✉❞✐❡& ✭&❝❛❧❡❞ &✉❝❤ #❤❛# &✉♠ ✐& ✶✮✳ ❚❤❡ ❡♥#%✐❡& ❛%❡

&♦%#❡❞ ❜② #❤❡ ❧❛&# ❝♦❧✉♠♥✱ ✇❤✐❝❤ &❤♦✇& σ〈∆E〉✳

■♥ #❤✐& #❛❜❧❡ ✇❡ ❛❧&♦ &❤♦✇ #❤❡ &#❛♥❞❛%❞ ❞❡✈✐❛#✐♦♥ σ〈∆E〉 ✇❤✐❝❤ &❡%✈❡& ❛& ❛ ✜%&# ♦%❞❡% ♠❡❛&✉%❡♠❡♥#

♦❢ #❤❡ ♣❡%❝❡✐✈❡❞ ✐♠❛❣❡ ❞✐&#❛♥❝❡ ❜❡#✇❡❡♥ ♦%✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ ♠❛♣♣❡❞ ✐♠❛❣❡&✳ 〈∆E〉 ✐! "❤❡ ❞✐!"❛♥❝❡ ❜❡"✇❡❡♥

"❤❡ "+❛♥!❢♦+♠❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✐"! ♦+✐❣✐♥❛❧✱ ❛✈❡+❛❣❡❞ ♦✈❡+ "❤❡ ✐♠❛❣❡!✳ ❚❤❡ !"❛♥❞❛+❞ ❞❡✈✐❛"✐♦♥ σ〈∆E〉

✇❛! ❝❛❧❝✉❧❛"❡❞ ❢+♦♠ 〈∆E〉 ✈❛❧✉❡! ❢♦+ ❞✐✛❡+❡♥" ❧❡✈❡❧! ♦❢ ❛ !♣❡❝✐✜❝ ♣❛+❛♠❡"❡+ "❛❦✐♥❣ ❞❡❢❛✉❧" ❧❡✈❡❧! ❢♦+

❛❧❧ ♦"❤❡+ ♣❛+❛♠❡"❡+! ✭❙✸✱ ❈✸✱ ❙❤▲✵✴▲✵✱ ■B❚✲❘✵✴■B❚✲❍✵✱ ❉✶✮✳ ◆♦"❡ "❤❛" ✐♥ ❣❡♥❡+❛❧ "❤❡ ✐♠♣♦+"❛♥❝❡

♦❢ ♣❛+❛♠❡"❡+! ❝♦++❡❧❛"❡! ✇✐"❤ "❤❡ ❛✈❡+❛❣❡ ❞✐✛❡+❡♥❝❡ σ〈∆E〉✳ ❆♥ ❡①❝❡♣"✐♦♥ ✐! "❤❡ ❉❡"❛✐❧& ♣❛+❛♠❡"❡+✱

✇❤✐❝❤ !❤♦✇! ❛ ✈❡+② !♠❛❧❧ σ〈∆E〉 ❞❡!♣✐"❡ ♦❢ ✐"! +❡❧❛"✐✈❡ ✐♠♣♦+"❛♥❝❡✳ ❚❤✐! ✐! ♥♦" !✉+♣+✐!✐♥❣✱ ❛! ❧♦❝❛❧

❝♦♥"+❛!" ❝♦♥!❡+✈❛"✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦" ❜❡ ♠❡❛!✉+❡❞ ❜② ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦❧♦+ ❞✐!"❛♥❝❡ ♠❡❛!✉+❡ !✉❝❤ ❛! σ〈∆E〉✳

●❛♠✉" &✐③❡ ✐! "❤❡ ♠♦!" ✐♠♣♦+"❛♥" ♣❛+❛♠❡"❡+ ✐♥ ❜♦"❤ !"✉❞✐❡!✱ ❜✉" ✐" ✐! ♥♦" "❤❡ ♦♥❧② ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❢❛❝"♦+✳

❈♦♠♣.❡&&✐♦♥✱ ❉❡"❛✐❧& ❛♥❞ ✐♥ "❤❡ ❝❛!❡ ♦❢ ❙"✉❞② ✷ ❛❧!♦ ❈♦❧♦.✴▲✐❣❤"♥❡&& ❛❧❧ ❝❛♥ ❝♦♥"+✐❜✉"❡ "♦ "❤❡

M✉❛❧✐"② ❛! ♠✉❝❤ ❛! "❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❣❛♠✉" !✐③❡ ♦❢ "✇♦ ❝♦♥!❡❝✉"✐✈❡ !✐③❡ !❡""✐♥❣!✳

❈❧✐♣♣✐♥❣ ❡♠❡+❣❡! ❛! "❤❡ ❜❡!" ♠❡"❤♦❞ ♦❢ ❝♦♠♣+❡!!✐♦♥✳ ▲✐♥❡❛+ ❝♦♠♣+❡!!✐♦♥ ✐! ♥♦" ✇❡❧❧ !✉✐"❡❞✳

❙✐❣♠♦✐❞❛❧ ❝♦♠♣+❡!!✐♦♥ ✐! ❜❡""❡+ "❤❡ ❝❧♦!❡+ ✐" ✐! "♦ ❝❧✐♣♣✐♥❣✳ ❚❤✐! +❡!✉❧" !❤♦✇!✱ "❤❛" !❛"✉+❛"✐♦♥

✐! ❛♥ ✐♠♣♦+"❛♥" ❢❛❝"♦+ ❢♦+ +❡!♣♦♥❞❡♥"! ❛♥❞ ✐! ✐♥ ❛❣+❡❡♠❡♥" ✇✐"❤ ♠❛♥② ❣❛♠✉" ♠❛♣♣✐♥❣ !"✉❞✐❡! ✐♥

"❤❡ ❧✐"❡+❛"✉+❡ ❬✹✾❪✳

❆❜♦✉" ❡M✉❛❧❧② ✐♠♣♦+"❛♥" ❛! ❝♦♠♣+❡!!✐♦♥ ✐! ❞❡"❛✐❧ ♣+❡!❡+✈❛"✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡+ "❤❡ ✇❡✐❣❤"✐♥❣ ❢❛❝"♦+ r
"❤❡ ♠♦+❡ ♣+❡❢❡++❡❞ ✐" ✐!✳ ❙✉+♣+✐!✐♥❣❧②✱ "❤✐! ❡✈❡♥ ❤♦❧❞! ❢♦+ ❛♥ ❡①❛❣❣❡+❛"❡❞ ❞❡"❛✐❧ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥" ✇✐"❤

❛ ❢❛❝"♦+ ♦❢ 1.5✳ ❆ ❢❛❝"♦+ ♦❢ r = 1.0 +❡❝♦♥!"+✉❝"! !♠❛❧❧ ❞❡"❛✐❧! ♦❢ "❤❡ ♦+✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❡①❝❡♣" ❢♦+ ❝♦❧♦+!

❝❧♦!❡ "♦ "❤❡ ❣❛♠✉" ❜♦✉♥❞❛+② ❛♥❞ ❞✉❡ "♦ "❤❡ ❡❞❣❡✲♣+❡!❡+✈✐♥❣ ✜❧"❡+ ❛❧!♦ ❢♦+ ❝♦❧♦+! ❝❧♦!❡ "♦ ❛♥ ❡❞❣❡✳

❆❝❝♦+❞✐♥❣ "♦ "❤❡ ❝♦♠♣✉"❡❞ ♣❛+"✲✇♦+"❤!✱ "❤❡ ♣+❡❢❡++❡❞ ❝♦❧♦+ !♣❛❝❡ ✐! ■B❚ ✐♥ ❙"✉❞② ✶ ❛♥❞ ❈■❊▲❆❇

❙"✉❞② ✷✳ ❚❤✐! ✐! +❛"❤❡+ ✉♥❡①♣❡❝"❡❞✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥"❛❣❡ ♦❢ ■B❚ ✐!✱ "❤❛" ✐" ❜❡""❡+ ♣+❡!❡+✈❡! ❤✉❡✱ ❡!♣❡❝✐❛❧❧②

✐♥ ❜❧✉❡ +❡❣✐♦♥!✳ ❖♥ "❤❡ ♦"❤❡+ ❤❛♥❞✱ ❈■❊▲❆❇ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛❞✈❛♥"❛❣❡! ♦✈❡+ ■B❚✱ ❜❡❝❛✉!❡ ♠♦!" ❣❛♠✉"

♠❛♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦+✐"❤♠! ❛♥❞ "❤❡✐+ ♦♣"✐♠✐③❛"✐♦♥! ✭❡✳❣✳ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥"✮ ✇❡+❡ ❡❧❛❜♦+❛"❡❞ ✐♥ ❈■❊▲❆❇✳

❖♥❡ ♣♦!!✐❜❧❡ +❡❛!♦♥ ❢♦+ ♦✉+ ❝♦♥✢✐❝"✐♥❣ +❡!✉❧" ❝♦✉❧❞ ❜❡ "❤❛" "❤❡ ❤✉❡ ❛❞✈❛♥"❛❣❡ ✐! +❡❧❡✈❛♥" ♠❛✐♥❧②

✐♥ ❙"✉❞② ✶✳ ❙"✉❞② ✷ ❤❛! ❡①♣❧✐❝✐" ❝♦❧♦+ ❝❤❛♥❣❡! ❧❛+❣❡+ "❤❛♥ "❤❡ ❡①♣❡❝"❡❞ ❤✉❡ !❤✐❢" ✐♥ "❤❡ ❈■❊▲❆❇

!♣❛❝❡ ❛♥❞ ❢♦+ ✐♠❛❣❡! ✇✐"❤ ❛ ❝♦❧♦+ ❝❛!"✱ "❤❡ ❤✉❡ ❛❞✈❛♥"❛❣❡ ♠❛② ♥♦" ❜❡ ✐♠♣♦+"❛♥"✳ ■♥ ❢❛❝"✱ ❛ ♣❛+"✐❛❧



✹✹ ❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❊✈❛❧✉❛$✐♦♥ ♦❢ ❣❛♠✉$ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦&✐$❤♠3

❡✈❛❧✉❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❞❛&❛ ✐♥ ❙!✉❞② ✷ ❞✐-.❡❣❛.❞✐♥❣ &❤❡ ❝♦❧♦. -❤✐❢& ❧❡✈❡❧ ✭❈✶✱ ❈✷✱ ❈✸✮ -❤♦✇- ❛♥ ✐♥❝.❡❛-❡❞

♣❛.& ✇♦.&❤ ♦❢ ■;❚ ❝♦♠♣❛.❡❞ &♦ ❈■❊▲❆❇✳ ❍♦✇❡✈❡.✱ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ &❤❡ .❛&❤❡. -♠❛❧❧ ♣❛.&✲✇♦.&❤- ♦❢

&❤❡ ❝♦❧♦. -♣❛❝❡ ♣❛.❛♠❡&❡.-✱ ❝♦♠♣❛.❡❞ &♦ &❤❡ ♦&❤❡. ♣❛.❛♠❡&❡.-✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦& .✉❧❡ ♦✉& &❤❛& -♦♠❡

-②-&❡♠❛&✐❝ -❤♦.&❝♦♠✐♥❣- ♦❢ ♦✉. ❝♦♥❥♦✐♥& ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ &❤❡ .❡❛-♦♥ ❢♦. &❤❡ .❡-✉❧&✳

❋♦. ❈♦❧♦)✴▲✐❣❤!♥❡11✱ &❤❡ ♠♦-& ♣.❡❢❡..❡❞ ❧❡✈❡❧ ✐- ▲✲ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ▲✵✳ ❆- ❞❡❢❛✉❧& ✈❛❧✉❡ ♦❢ &❤❡ ❢♦❝✉-

♣♦✐♥& ✐♥ &❤❡ ❞❡-&✐♥❛&✐♦♥ ❣❛♠✉&✱ ✇❡ ✉-❡❞ &❤❡ ♠✐❞ ♣♦✐♥&L = (59, 0, 0) ❜❡&✇❡❡♥ ❜❧❛❝❦ ❛♥❞ ✇❤✐&❡ ♣♦✐♥&

♦❢ &❤❡ -♠❛❧❧❡-& ❣❛♠✉&✳ ❇❡❝❛✉-❡ &❤❡ ♠✐❞ ♣♦✐♥& ♦❢ &❤❡ -♦✉.❝❡ ❣❛♠✉& ✐- L = (50, 0, 0) ❛ ♥❡✉&.❛❧ ❣.❛②

✇✐&❤ &❤❡ ❞❡❢❛✉❧& ♣❛.❛♠❡&❡. ▲✵ ✐- ♠❛♣♣❡❞ &♦ ❛ ❧✐❣❤&❡. ❝♦❧♦. &❤❛♥ ✐♥ &❤❡ ♦.✐❣✐♥❛❧✳ ❚❤❡ .❡-✉❧&- ♦❢ ♦✉.

-&✉❞② -❤♦✇✱ &❤❛& ✐♥ ❣❡♥❡.❛❧ ❞❛.❦❡. ✐♠❛❣❡- ✭❧❡✈❡❧ ▲✲✮ ✇❡.❡ ♣.❡❢❡..❡❞ ❢♦. ✇❤✐❝❤ &❤❡ ♠❛♣♣❡❞ ♥❡✉&.❛❧

❣.❛② ✐- ❝❧♦-❡. &♦ &❤❛& ♦❢ &❤❡ ♦.✐❣✐♥❛❧✳ ❚❤✐- ✐♥❞✐❝❛&❡-✱ &❤❛& &❤❡ ♠✐❞ ❣.❛②- &♦♥❡ -❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞

❝❧♦-❡ &♦ ✐&- ♦.✐❣✐♥❛❧✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥& ♦❢ &❤❡ ❧✐❣❤&♥❡-- ♦❢ &❤❡ ❞❡-&✐♥❛&✐♦♥ ❜❧❛❝❦ ❛♥❞ ✇❤✐&❡✳ ❆- ❡①♣❡❝&❡❞✱

&❤❡ ❝♦❧♦. ❝❤❛♥❣❡- ❝❧❡❛.❧② ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛&✐✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ &❤❡ ♣❡.❝❡✐✈❡❞ M✉❛❧✐&②✳ ❆ ❝♦❧♦. ❝❤❛♥❣❡ ❞✉❡ &♦ ❛

❢♦❝✉- -❤✐❢& ♦❢ 3∆E ❝❛✉-❡- ❛ M✉❛❧✐&② ❞❡❝.❡❛-❡ ♦❢ &❤❡ -❛♠❡ ♦.❞❡. ❛- &❤❡ ❞✐✛❡.❡♥❝❡- ❜❡&✇❡❡♥ -✐❣♠♦✐❞❛❧

❝♦♠♣.❡--✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧✐♣♣✐♥❣✱ ♦. &❤❡ ❞✐✛❡.❡♥❝❡ ♦❢ &✇♦ -✉❝❝❡--✐✈❡ ❞❡&❛✐❧- ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥& ❢❛❝&♦.-✳ ■♥ ❛

-✐♠✐❧❛. ♠❛♥♥❡.✱ ❤✉❡ ❝❤❛♥❣❡- ✐♥ ❡✐&❤❡. ❞✐.❡❝&✐♦♥ ❝❛✉-❡ ❛ M✉❛❧✐&② ❞❡❝.❡❛-❡✱ ❜✉& &❤❡ ♠❛❣♥✐&✉❞❡ ♦❢ &❤❡

-&✉❞✐❡❞ ❤✉❡ ❝❤❛♥❣❡- ✭±0.1 .❛❞✐❛♥-✮ ✐- ♦♥❧② ❛❜♦✉& ❤❛❧❢ ♦❢ &❤❛& ♦❢ &❤❡ -&✉❞✐❡❞ ❝♦❧♦. ❝❤❛♥❣❡-✳

❲❡ ❞♦ ♥♦& &.② &♦ ✐♥&❡.♣.❡& &❤❡ .❡-✉❧&- ♦❢ &❤❡ ❧❡✈❡❧- ♦❢ ●❛♠✉! ❙❤✐❢! ❛♥❞ ●❛♠✉! ❘♦!❛!✐♦♥✳ ❚❤❡✐.

♣❛.&✲✇♦.&❤ ✈❛❧✉❡- ❛.❡ -♠❛❧❧ ❛♥②✇❛②✳

✹✳✷✳✷ ❚❡%&✐♥❣ &❤❡ ♠♦❞❡❧

▼♦3$❡❧❧❡&✬3 $❡3$

❲❡ ♠❛❞❡ &❤❡ ❛--✉♠♣&✐♦♥ ♦♥ &❤❡ ♣❛.❛♠❡&❡. ❧❡✈❡❧✱ &❤❛& &❤❡ ♣❛.&✲✇♦.&❤ ❛.❡ ✉♥❝♦..❡❧❛&❡❞ ♥♦.♠❛❧❧②

❞✐-&.✐❜✉&❡❞ ✈❛.✐❛❜❧❡- ✇✐&❤ ❡M✉❛❧ ✈❛.✐❛♥❝❡-✳ ❲❡ &❡-&❡❞ &❤❡-❡ ❛--✉♠♣&✐♦♥- ✉-✐♥❣ ▼♦-&❡❧❧❡.✬- &❡-&✳

❆ ❞❡-❝.✐♣&✐♦♥ ♦❢ ▼♦-&❡❧❧❡.✬- &❡-& ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❊♥❣❡❧❞.✉♠ ❬✶✾❪ ♦. ▼♦-&❡❧❧❡. ❬✺✸❪✳ ❘❡-✉❧&- ❛.❡

♣.❡-❡♥&❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹✳ ▼♦-& ♣❛.❛♠❡&❡.- ♣❛--❡❞ &❤❡ &❡-& ❛& ❛ -✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ α = 0.01✳ ❖♥❧②

χ2
✱ ❙!✉❞② ✶ χ2

✱ ❙!✉❞② ✷ χ2
α=0.01

;.♦❜✐& ▲♦❣✐& ;.♦❜✐& ▲♦❣✐&

❈♦♠♣.❡--✐♦♥ ✷✷ ✶✺ ✷✳✶ ✷✳✶ ✶✶✳✸

❉❡&❛✐❧- ✵✳✸ ✵✳✸ ✹✳✶ ✹✳✵ ✶✶✳✸

●❛♠✉& ❙✐③❡ ✷✹✳✼ ✶✵✳✵ ✶✶✳✸

❈♦❧♦. ❙♣❛❝❡✴❍✉❡ ✷✳✵ ✷✳✵ ✶✶✳✸

●❛♠✉& ❘♦&❛&✐♦♥✴❍✉❡ ✸✳✷ ✷✳✵ ✶✶✳✸

●❛♠✉& ❙❤✐❢& ✾✳✹ ✾✳✹ ✷✸✳✷

❈♦❧♦.✴▲✐❣❤&♥❡-- ✶✶ ✶✶ ✷✸✳✷

❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ ▼♦-&❡❧❧❡.✬- &❡-& ❢♦. ♣❛.❛♠❡&❡. ❝♦♠♣❛.❡❞ &♦ χ2
✇✐&❤ -✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ α = 0.01 ❢♦.

●❛✉--✐❛♥ ❛♥❞ ❧♦❣✐-&✐❝ ❞✐-&.✐❜✉&✐♦♥✳

&❤❡ ❈♦♠♣)❡11✐♦♥ ♣❛.❛♠❡&❡. ✐♥ ❙!✉❞② ✶ ❛♥❞ &❤❡ ●❛♠✉! ❙✐③❡ ♣❛.❛♠❡&❡. ✐♥ ❙!✉❞② ✷ -❤♦✇ -✐❣♥✐✜❝❛♥&

❞❡✈✐❛&✐♦♥-✳ ❖♥❡ ♣♦--✐❜❧❡ .❡❛-♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ &❤❡ ❛--✉♠♣&✐♦♥ ♦❢ ❛ ●❛✉--✐❛♥ ❞✐-&.✐❜✉&✐♦♥✳ ❆ ❞✐-&.✐❜✉&✐♦♥

✇✐&❤ ❛ ✇✐❞❡. &❛✐❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡&&❡. ❡①♣❧❛✐♥ &❤❡ ❞❛&❛✳ ❊✈❛❧✉❛&✐♦♥- ✉-✐♥❣ ❛ ❧♦❣✐-&✐❝ ❞✐-&.✐❜✉&✐♦♥ -❤♦✇ ❜❡&&❡.✱

❜✉& ♥♦& ♣❡.❢❡❝& .❡-✉❧&-✳ ❚❤❡ ❝♦..❡-♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡.- ❛.❡ -❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹✳ ◆♦&❡ &❤❛& ✇❡ ❝♦✉❧❞

♥♦& ❛♣♣❧② ▼♦-&❡❧❧❡.✬- &❡-& &♦ &❤❡ ❣❛♠✉& ♣❛.❛♠❡&❡. ✐♥ ❙!✉❞② ✶✱ ❛- &❤❡ ❢.❡M✉❡♥❝② ♠❛&.✐① ❢♦. &❤❡

❣❛♠✉& ♣❛.❛♠❡&❡. ❤❛- ♥♦& ❡♥♦✉❣❤ ❡♥&.✐❡- ✭♦♥❧② -♣❡❝✐✜❝ ♣❛✐.- ♦❢ ❣❛♠✉& ❧❡✈❡❧- ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛.❡❞✮✳



✹✳✷✳ ❘❡%✉❧(% ✹✺

❊*✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❞❛(❛ %❡(%

❋♦$ ❙!✉❞② ✶✱ ❡❛❝❤ ❞❛+❛ ,❡+ ❢$♦♠ +❤❡ +❤$❡❡ ♦❜,❡$✈❡$ ❣$♦✉♣, ✇❛, ❛♥❛❧②③❡❞ ,❡♣❛$❛+❡❧②✿ +❤❡ +✇♦ ❧❛❜♦$❛✲

+♦$② ❞❛+❛ ,❡+, +❤❛+ ✇❡$❡ ❝♦❧❧❡❝+❡❞ ♦♥❝❡ ❛+ ❛ ,②♠♣♦,✐✉♠ ❛♥❞ ♦♥❝❡ ✐♥ +❤❡ ❧❛❜✱ +❤❡♥ +❤❡ ❝♦♥+$♦❧ ,+✉❞②✱

✇❤❡$❡ +❤❡ ,❛♠❡ ♦❜,❡$✈❡$ ♣❡$❢♦$♠❡❞ +❤❡ +❡,+ ♦♥ +❤❡ ■♥+❡$♥❡+ ❛♥❞ ✐♥ +❤❡ ❧❛❜♦$❛+♦$② ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥+✳

❙✉$♣$✐,✐♥❣❧②✱ +❤❡ +❤$❡❡ ,✉❜✲+❡,+, ,❤♦✇❡❞ ,✐♠✐❧❛$ $❡,✉❧+, ❬✺✻❪✳ ❋♦$ ❙!✉❞② ✷ +❤❡ ❧❛❜♦$❛+♦$② ❛♥❞ +❤❡ ■♥✲

+❡$♥❡+ ❞❛+❛ ✇❡$❡ ❛❧,♦ ❛♥❛❧②③❡❞ ,❡♣❛$❛+❡❧② ❛♥❞ ❝♦♠♣❛$❡❞ ❜✉+ ,❤♦✇❡❞ ♥♦ ,✐❣♥✐✜❝❛♥+ ❞✐✛❡$❡♥❝❡✳ ❚❤❡

❤②♣♦+❤❡,✐, +❤❛+ +❤❡ $❡,✉❧+, ♦❢ +❤❡ ,+✉❞✐❡, ❝❛♥♥♦+ ❜❡ ❞✐,+✐♥❣✉✐,❤❡❞ ✇❛, +❡,+❡❞ ✇✐+❤ ❛χ2
❝♦♠♣❛$✐,♦♥

+❡,+✳ ❚❤❡ $❡,✉❧+, ,✉♣♣♦$+ ♦✉$ ❤②♣♦+❤❡,✐, +❤❛+ +❤❡ $❡,✉❧+, ♦❢ +❤❡ ,+✉❞✐❡, ❝❛♥♥♦+ ❜❡ ❞✐,+✐♥❣✉✐,❤❡❞ ♦♥

+❤❡ ❜❛,❡ ♦❢ ♦✉$ ❞❛+❛✳ ❚❤❡ $❡,✉❧+, ❛$❡ ,✉♠♠❛$✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✺✳

❞❡❣✳ ♦❢

χ2 χ2
α=0.01 ❢$❡❡❞♦♠

❙!✉❞② ✶

❈+$❧✲▲❛❜♦$❛+♦$② ✲ ❈+$❧✲■♥+❡$♥❡+ ✹✶ ✺✾ ✸✻

❈+$❧✲▲❛❜♦$❛+♦$② ✲ ❙②♠♣♦,✐✉♠ ✸✷ ✺✾ ✸✻

❈+$❧✲▲❛❜♦$❛+♦$② ✲ ■♥+❡$♥❡+ ✷✻ ✺✾ ✸✻

❙②♠♣♦,✐✉♠ ✲ ■♥+❡$♥❡+ ✹✾ ✺✾ ✸✻

❙!✉❞② ✷ ▲❛❜♦$❛+♦$② ✲ ■♥+❡$♥❡+ ✻✵ ✻✷ ✸✾

❚❛❜❧❡ ✹✳✺✿ χ2
✲+❡,+ ❢♦$ ❝♦♠♣❛$✐,♦♥ ♦❢ +❡,+ ,❡+,✳

❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❧❛$❣❡ ❞❛+❛ ,❡+ ✉,✐♥❣ +❤❡ ■♥+❡$♥❡+ ❛❧❧♦✇, ✉, +♦ ❞$❛✇ ♠♦$❡ ♣$❡❝✐,❡ ❝♦♥❝❧✉,✐♦♥,

❛❜♦✉+ ♦✉$ ♠♦❞❡❧ ♣❛$❛♠❡+❡$,✳

▲✐♥❡❛4✐(②

❚❤❡ ❧✐♥❡❛$✐+② ❛,,✉♠♣+✐♦♥ ✇❛, +❡,+❡❞ ❢♦$ ❡❛❝❤ ♣❛$❛♠❡+❡$ ♣❛✐$✳ ❚❤❡ $❡,✉❧+, ♦❢ +❤❡χ2
✲+❡,+, ❢♦$ ❙!✉❞② ✶

❛$❡ ,❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✻✳ ❚❤❡ χ2
✲✈❛❧✉❡, ♦❢ ♠♦,+ ♣❛$❛♠❡+❡$ ♣❛✐$, ❞✐❞ ♥♦+ ✐♥❞✐❝❛+❡ ❛ ❞❡✈✐❛+✐♦♥ ❢$♦♠

❧✐♥❡❛$✐+②✳ ❚✇♦ ❝♦♠❜✐♥❛+✐♦♥,✱ ❈♦♠♣+❡--✐♦♥✲❉❡!❛✐❧- ❛♥❞ ●❛♠✉! ❙✐③❡✲●❛♠✉! ❙❤✐❢!✱ ,❤♦✇ ❝❧❡❛$❧②

,✐❣♥✐✜❝❛♥+ ❞❡✈✐❛+✐♦♥,✳ ■♥+❡$❡,+✐♥❣❧②✱ +❤♦,❡ +✇♦ ❝♦♠❜✐♥❛+✐♦♥ ❛❧,♦ ,❤♦✇ +❤❡ ❧❛$❣❡,+ ✐♥❝$❡❛,❡ ✐♥ ❤✐+

$❛+❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♣❛$❛♠❡+❡$ ❧❡✈❡❧, ❛$❡ ✉,❡❞✳

L❛$❛♠❡+❡$ χ2 χ2
α=0.01 ❍✐+ $❛+❡

❈♦♠❜✐♥❛+✐♦♥, ❣❛✐♥✴❧♦,,

❈♦♠♣$❡,,✐♦♥ ✲ ❉❡+❛✐❧, ✾✾ ✷✾ ✵✳✸✺

❈♦♠♣$❡,,✐♦♥ ✲ ●❛♠✉+ ❙✐③❡ ✷✽ ✷✾ ✲✵✳✵✺

❈♦♠♣$❡,,✐♦♥ ✲ ●❛♠✉+ ❘♦+❛+✐♦♥ ✶✺ ✷✾ ✵✳✵✾

❈♦♠♣$❡,,✐♦♥ ✲ ●❛♠✉+ ❙❤✐❢+ ✷✶ ✹✵ ✲✵✳✶✸

❉❡+❛✐❧, ✲ ●❛♠✉+ ❙✐③❡ ✷✸ ✷✾ ✲✵✳✵✼

❉❡+❛✐❧, ✲ ●❛♠✉+ ❘♦+❛+✐♦♥ ✶✹ ✷✾ ✲✵✳✵✺

❉❡+❛✐❧, ✲ ●❛♠✉+ ❙❤✐❢+ ✶✸ ✹✵ ✵✳✵✹

●❛♠✉+ ❙✐③❡ ✲●❛♠✉+ ❘♦+❛+✐♦♥ ✶✶ ✷✾ ✵✳✶✸

●❛♠✉+ ❙✐③❡ ✲ ●❛♠✉+ ❙❤✐❢+ ✻✻ ✹✵ ✵✳✶✻

●❛♠✉+ ❘♦+❛+✐♦♥ ✲ ●❛♠✉+ ❙❤✐❢+ ✶✹ ✷✾ ✵✳✵✷

❚❛❜❧❡ ✹✳✻✿ χ2
✲✈❛❧✉❡, ❢♦$ +❤❡ ❧✐♥❡❛$✐+② +❡,+ ❢♦$ ❙!✉❞② ✶✳ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥+ ❞❡✈✐❛+✐♦♥, ❛$❡ ,❤♦✇♥ ✐♥ ❜♦❧❞✳

❚❤❡ ❧❛,+ ❝♦❧✉♠♥ ,❤♦✇, ❝❤❛♥❣❡, ✐♥ ❤✐+ $❛+❡✳ ▲❛$❣❡,+ ❤✐+ $❛+❡ ❣❛✐♥, ❛$❡ ,❤♦✇♥ ✐♥ ❜♦❧❞✳
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❆% ✜2*% ✇❡ J✉❛❧✐%❛%✐✈❡❧② ✈❡2✐❢② %❤❡ ❛**✉♠♣%✐♦♥ %❤❛% %❤❡ ❞✐*%2✐❜✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ *♦2%❡❞ *❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡* ♦❢

♣♦**✐❜❧❡ ♣❛2❛♠❡%❡2 ❝♦♠❜✐♥❛%✐♦♥ ❞♦❡* ♥♦% ❤❛✈❡ ❣❛♣* ❜❡%✇❡❡♥ *✉❝❝❡**✐✈❡ J✉❛❧✐%② ✈❛❧✉❡*✱ ✐✳❡✳✱ %❤❛% ♥♦

♣❛2❛♠❡%❡2 ✐* ❞♦♠✐♥❛♥% ♦✈❡2 %❤❡ ♦%❤❡2 ♣❛2❛♠❡%❡2* ✭❝♦♠♣❛2❡ ❙❡❝%✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮✳ ❚❤✐* ✐* ✈✐*✉❛❧✐③❡❞ ✐♥

❋✐❣✉2❡ ✹✳✹✳ ■♥ ❛ *❡❝♦♥❞ *%❡♣✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡2✐♠❡♥%❛❧❧② ❡*%✐♠❛%❡ %❤❡ ❛✈❡2❛❣❡ ❝✉♠✉❧❛%✐✈❡ ❞✐*%2✐❜✉%✐♦♥

❢✉♥❝%✐♦♥✿ ❍✐*%♦❣2❛♠* ❛2❡ ❝♦❧❧❡❝%❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ❥✉❞❣♠❡♥%* ❜❛*❡❞ ♦♥ %❤❡✐2 ❡*%✐♠❛%❡❞ ♣*②❝❤♦✲✈✐*✉❛❧ ❞✐*✲

%❛♥❝❡✳ ❋2♦♠ %❤❡♠✱ %❤❡ ♣2♦❜❛❜✐❧✐%② %❤❛% ❛♥ ♦❜*❡2✈❡2✬* ❥✉❞❣♠❡♥% ❛❣2❡❡* ✇✐%❤ %❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ J✉❛❧✐%②

❞✐*%❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉%❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛2❡❞ %♦ %❤❡ ❝✉♠✉❧❛%✐✈❡ ❞✐*%2✐❜✉%✐♦♥ ❢✉♥❝%✐♦♥✱ *❡❡ ❋✐❣✉2❡ ✹✳✺✳

❚❤❡ ❝♦♥❥♦✐♥% ❛♥❛❧②*✐* ❛♥❞ %❤❡ ❞❡%❡2♠✐♥❛%✐♦♥ ♦❢ ❤✐% 2❛%❡* ✇❛* ♣❡2❢♦2♠❡❞ ❢♦2 %❤❡ ●❛✉**✐❛♥ ❛♥❞ %❤❡

❧♦❣✐*%✐❝ ❞✐*%2✐❜✉%✐♦♥ ❢✉♥❝%✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤✐% 2❛%❡* %✉2♥❡❞ ♦✉% %♦ ❜❡ ✈❡2② *✐♠✐❧❛2 ✇✐%❤ ❛ *❧✐❣❤% ❛❞✈❛♥%❛❣❡

❢♦2 %❤❡ ●❛✉**✐❛♥ ❞✐*%2✐❜✉%✐♦♥ ❢♦2 ❙+✉❞② ✶ ❛♥❞ ❛♥ ❛❞✈❛♥%❛❣❡ ❢♦2 %❤❡ ❧♦❣✐*%✐❝ ❞✐*%2✐❜✉%✐♦♥ ❢♦2 ❙+✉❞② ✷✳

❊✈❡♥ ✐❢ %❤❡2❡ ✐* ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢2♦♠ %❤❡ ▼♦*%❡❧❧❡2 %❡*%✱ %❤❛% %❤❡ ❧♦❣✐*%✐❝ ❞✐*%2✐❜✉%✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡%%❡2 ❡①♣❧❛✐♥

❢2❡J✉❡♥❝✐❡* ❛% ❧❛2❣❡ ♣*②❝❤♦✲✈✐*✉❛❧ ❞✐*%❛♥❝❡*✱ %❤❡ ❧♦❣✐*%✐❝ ❞✐*%2✐❜✉%✐♦♥ ❞♦❡* ♥♦% ❝❧❡❛2❧② ✐♥❝2❡❛*❡ ❤✐%
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✐✳❡✳✱ ✺✵✪✳ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧② )❡❛,♦♥ ✐, (❤❛( ❛❧❧ ❣❛♠✉( ♠❛♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦)✐(❤♠, (❡,(❡❞ ✐♥ (❤❡,❡ ,(✉❞✐❡, ❛❧)❡❛❞②

♦♣(✐♠✐③❡ ❝♦❧♦) ♣)❡,❡)✈❛(✐♦♥ ✐♥ ,♦♠❡ ✇❛②✱ ❛♥❞ (❤✉, ♦❜,❡)✈❡),✬ ❝❤♦✐❝❡, ❛)❡ ♠♦)❡ ❛✛❡❝(❡❞ ❜② ❞❡(❛✐❧

♣)❡,❡)✈❛(✐♦♥✳ ■♥ ♣❛)(✐❝✉❧❛)✱ ❝❧✐♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦)✐(❤♠,✱ ❢♦) ❡①❛♠♣❧❡ (❤❡ ❍P♠✐♥❉❊ ❛❧❣♦)✐(❤♠✱ ❛)❡ ♦♣(✐✲

♠✐③✐♥❣ (❤❡ ♠❛♣♣❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛❣❛✐♥,( (❤❡ ♣♦✐♥(✇✐,❡ ❞✐,(❛♥❝❡ ♠❡❛,✉)❡,✱ ❜✉( ✐❣♥♦)❡, ❞❡(❛✐❧ ♣)❡,❡)✈❛(✐♦♥✳

❚❤❡ F✉❛❧✐(② ♠❡❛,✉)❡, ▲▼❙❊ ❛♥❞ ▲❈✱ ✇❤✐❝❤ ❡♠❜♦❞② ❞❡(❛✐❧ ♣)❡,❡)✈❛(✐♦♥ ❞✐✛❡)❡♥❝❡,✱ ♣❡)❢♦)♠ ❜❡((❡)

(❤❛♥ ♣♦✐♥(✇✐,❡ ♠❡❛,✉)❡,✱ ❜✉( ,(✐❧❧ ♥♦( ❛, ❣♦♦❞ ❛, (❤❡ ❙❙■▼ ♠❡❛,✉)❡✳



✺✻ ❈❤❛♣$❡& ✺✳ ■♠❛❣❡✲✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐③❡❞ ❣❛♠✉$ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦&✐$❤♠5

✺✳✷✳✸ ❚❤❡♦(❡)✐❝❛❧ ❧✐♠✐) ♦❢ ❤✐) (❛)❡0

▲❡$ ✉& ♥♦$✐❝❡✱ $❤❛$ $❤❡ $❤❡♦.❡$✐❝❛❧ ❧✐♠✐$ ❤✐$ .❛$❡ ♦❢ ✶✳✵ ✐& ❛❧♠♦&$ ♥❡✈❡. ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ❜❡❝❛✉&❡ ♦❜&❡.✈❡.&

✉&✉❛❧❧② ❞✐✛❡. ✐♥ $❤❡✐. ❝❤♦✐❝❡& ❛♥❞ ❡✈❡♥ $❤❡ ❞❡❝✐&✐♦♥& ♦❢ ❛ &✐♥❣❧❡ ♦❜&❡.✈❡. ❛.❡ $②♣✐❝❛❧❧② ✐♥❝♦♥&✐&$❡♥$✱

✐✳❡✳✱ $❤❡ &❛♠❡ ♣❡.&♦♥✱ ✉♥❞❡. $❤❡ &❛♠❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥& ♠❛❦❡& &♦♠❡$✐♠❡& ❛ ❞✐✛❡.❡♥$ ❝❤♦✐❝❡ ♦♥ $❤❡ &❛♠❡

✐♠❛❣❡& ✐♥ .❡♣❡❛$❡❞ ♣❛✐.❡❞ ❝♦♠♣❛.✐&♦♥✳

■❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦✐❝❡ ❞❛$❛ ✇✐$❤ ♠❛♥② .❡♣❡$✐$✐♦♥& ❢♦. ❡❛❝❤ ❝❤♦✐❝❡✱ $❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❡&$✐♠❛$❡ ❛ ❜❡$$❡. ✭❝❤♦✐❝❡

❞❛$❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥$✮ ❧✐♠✐$ ❢♦. $❤❡ ❤✐$ .❛$❡ $❤❛♥ $❤❡ ✐❞❡❛❧ ✶✳✵✱ ♥❛♠❡❧②✱ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❤✐+

,❛+❡ ❛& ❢♦❧❧♦✇&✿ ❧❡$ fij ❜❡ $❤❡ ❢.❡B✉❡♥❝② $❤❛$ ❛❧❣♦.✐$❤♠ i ❤❛& ❜❡❡♥ ♣.❡❢❡..❡❞ ♦✈❡. ❛❧❣♦.✐$❤♠ j ✐♥

❛ ❝♦♠♣❛.✐&♦♥✱ ✐✳❡✳✱ $❤❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢ $✐♠❡& ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♠❛♣♣❡❞ ✉&✐♥❣ ❛❧❣♦.✐$❤♠ i ❤❛& ❜❡❡♥ ♣.❡❢❡..❡❞

♦✈❡. $❤❡ &❛♠❡ ✐♠❛❣❡ ♠❛♣♣❡❞ ❜② ❛❧❣♦.✐$❤♠ j ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② $❤❡ $♦$❛❧ ♥✉♠❜❡. $❤❛$ i ❛♥❞ j ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❝♦♠♣❛.❡❞✳ ■❢ ✇❡ ❤❛✈❡ &❛♠❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢ .❡♣❡$✐$✐♦♥& ❢♦. ❡❛❝❤ ❝♦♠♣❛.✐&♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✇❛& $❤❡ ❝❛&❡ ✐♥ ■❙

$❡&$✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❤✐$ .❛$❡ ❛& ❢♦❧❧♦✇&✿

❍❘max =

∑

i<j max(fij , fji)

♥✉♠❜❡. ♦❢ ♣❛✐.& ♦❢ ❛❧❣♦.✐$❤♠&

✭✺✳✶✮

❈♦♠♣✉$✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❤✐+ ,❛+❡- .❡B✉✐.❡& ❤❛✈✐♥❣ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ fij ❢♦. &✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡&✳ ❚❤✐&

✇❛& $❤❡ ❝❛&❡ ♦♥❧② ✐♥ ■❙ $❡&$✱ ✇❤❡.❡ ❢♦. ❡❛❝❤ ♣❛✐. ♦❢ ❛❧❣♦.✐$❤♠& ❢♦. ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✇❡ ❤❛❞ N = 40
❝♦♠♣❛.✐&♦♥&✳ ■♥ ♦$❤❡. $❡&$& $❤✐& ♥✉♠❜❡. ✇❛& ♠✉❝❤ &♠❛❧❧❡.✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ✉&❡ $❤❡ ■❙ ❞❛$❛ &❡$ $♦

❝❤❡❝❦ ❤♦✇ ❝❧♦&❡ $❤❡ ❜❡&$ ♣❡.❢♦.♠✐♥❣ B✉❛❧✐$② ♠❡❛&✉.❡& ❙❙■▼ ❛♥❞ ❚❤✉.&$♦♥❡✬& ♠❡$❤♦❞ ❝♦♠❡ $♦ $❤❡

♠❛①✐♠❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❤✐$ .❛$❡✳ ❆❧❧ $❤❡ ✐♠❛❣❡& ❝♦♥&✐❞❡.❡❞ ✐♥ $❤✐& $❡&$ ❛.❡ ♣.❡&❡♥$❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉.❡ ✺✳✹

❚❤❡ ❤✐$ .❛$❡& ❝♦♠♣✉$❡❞ ❢♦. $❤❡ ❞✐✛❡.❡♥$ ✐♠❛❣❡& ✐♥ $❤❡ ■❙ $❡&$ &❡$ ❛.❡ &❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉.❡ ✺✳✺✳

❚❤❡ ❤✐$ .❛$❡& ♦❜$❛✐♥❡❞ ✉&✐♥❣ ❚❤✉.&$♦♥❡✬& ♠❡$❤♦❞ ✇✐$❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐③❛$✐♦♥ ✐& ❛❧✇❛②& ✈❡.② ❝❧♦&❡ $♦ $❤❡

♠❛①✐♠❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❤✐$ .❛$❡ ❢♦. ❛❧❧ ✐♠❛❣❡&✳ ❋♦. ♠❛♥② ✐♠❛❣❡&✱ $❤❡ $✇♦ ❤✐$ .❛$❡& ❛.❡ ❡✈❡♥ ❡B✉❛❧✳ ❚❤❡

❤✐$ .❛$❡& ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❙❙■▼ ❛.❡ ❧♦✇❡.✱ ❜✉$ ❣❡♥❡.❛❧❧② ❝❧♦&❡ $♦ $❤❡ ♦♥❡ ❢♦. ❚❤✉.&$♦♥❡✬& ♠❡$❤♦❞ ✇✐$❤

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐③❛$✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡. $❤❛♥ ❢♦. ❚❤✉.&$♦♥❡✬& ♠❡$❤♦❞ ✇✐$❤♦✉$ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐③❛$✐♦♥✳ ❖♥❧② ♦♥

$❤.❡❡ ✐♠❛❣❡& ♦✉$ ♦❢ ✷✵✱ ❙❙■▼ ♣❡.❢♦.♠& ✇♦.&❡ $❤❛♥ ❚❤✉.&$♦♥❡✬& ♠❡$❤♦❞ ✇✐$❤♦✉$ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐③❛$✐♦♥✳

✺✳✸ ■♠❛❣❡✲✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐③❡❞ ❣❛♠✉0 ♠❛♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦3✐0❤♠5

✺✳✸✳✶ ❯0✐♥❣ ❙❙■▼ )♦ ❝♦♥0)(✉❝) ❛♥ ✐♠❛❣❡✲✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐③❡❞ ❣❛♠✉) ♠❛♣♣✐♥❣

❛❧❣♦(✐)❤♠

❚❤❡ .❡&✉❧$& ❢.♦♠ $❤❡ ♣.❡✈✐♦✉& &❡❝$✐♦♥& &✉❣❣❡&$ $❤❛$ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡&✐❣♥ ❛ ♠❡$❛ ❣❛♠✉$ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦.✐$❤♠✱

$❤❛$ ❝❤♦♦&❡& ❛ ✏❜❡&$✑ ❣❛♠✉$ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢♦. ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♠❛❣❡ ❢.♦♠ ❛ ❝❧❛&& ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣&✳ ❍❡.❡✱ ✏❜❡&$✑

✐& ♠❡❛♥$ ✇✐$❤ .❡&♣❡❝$ $♦ ❛♥ ✐♠❛❣❡ B✉❛❧✐$② ♠❡❛&✉.❡ $❤❛$ ♣.♦✈❡❞ $♦ ❜❡ ✇❡❧❧ &✉✐$❡❞ $♦ ♣.❡❞✐❝$ $❤❡

♣❡.❝❡✐✈❡❞ B✉❛❧✐$② ♦❢ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❆❣❛✐♥✱ $❤❡ ♣.❡✈✐♦✉& &❡❝$✐♦♥& &✉❣❣❡&$ $❤❛$ ❙❙■▼ ✐& &✉✐$❛❜❧❡ ❛& &✉❝❤

❛ ♠❡❛&✉.❡✳ ❚❤✐& ❛♣♣.♦❛❝❤ ✐& ❛❧&♦ &✉♣♣♦.$❡❞ ❜② ♣.❡✈✐♦✉& &$✉❞✐❡& ❬✶✻❀ ✺✵❪✱ &❤♦✇✐♥❣ $❤❛$ ❞✐✛❡.❡♥$

❣❛♠✉$ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦.✐$❤♠& ♣❡.❢♦.♠ ❞✐✛❡.❡♥$❧② ♦♥ ❞✐✛❡.❡♥$ ✐♠❛❣❡&✱ ✐✳❡✳✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♠♣.♦✈❡ $❤❡ B✉❛❧✐$②

♦❢ ♠❛♣♣❡❞ ✐♠❛❣❡ ❜② ❝❤♦♦&✐♥❣ $❤❡ ❜❡&$ ❛❧❣♦.✐$❤♠ ❢♦. $❤✐& ✐♠❛❣❡✱ ✐♥&$❡❛❞ ♦❢ ✉&✐♥❣ $❤❡ &❛♠❡ ❛❧❣♦.✐$❤♠

❢♦. ❛❧❧ ✐♠❛❣❡&✳

❋♦.♠❛❧❧②✱ $❤❡ ♠❡$❛✲❛❧❣♦.✐$❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡&❝.✐❜❡❞ ❛& ❢♦❧❧♦✇&✿ ❢♦. ❛ ❣✐✈❡♥ B✉❛❧✐$② ♠❡❛&✉.❡ Q ✭✐♥ ♦✉.

❝❛&❡ ❙❙■▼✮ ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♠❛❣❡ I✱ ❧❡$ I1, . . . , In ❜❡ $❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣& ♦❢ $❤✐& ✐♠❛❣❡ ✉&✐♥❣ n ❞✐✛❡.❡♥$

♠❛♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦.✐$❤♠&✳ ❈❤♦♦&❡ $❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ Ik &✉❝❤ $❤❛$ Q(Ik) ≥ Q(Ii) ❢♦. ❛❧❧ i = 1, . . . , n✳



✺✳✸✳ ■♠❛❣❡✲✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐③❡❞ ❣❛♠✉0 ♠❛♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦3✐0❤♠5 ✺✼

❋✐❣✳ ✺✳✹✿ ■♠❛❣❡, ✉,❡❞ ✐♥ 0❤❡ ■❙ ,0✉❞②✳

✺✳✸✳✷ ❯%✐♥❣ ♣%②❝❤♦✲✈✐%✉❛❧ ❞❛4❛ 4♦ ❝♦♥%45✉❝4 ❛♥ ✐♠❛❣❡✲✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐③❡❞ ❣❛♠✉4
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❚❤✉),(♦♥❡✬, ♠❡(❤♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡)✱ (❤❡ ❛❧❣♦)✐(❤♠ ❜❛,❡❞ ♦♥ (❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐③❡❞ ❚❤✉),(♦♥❡✬, ♠❡(❤♦❞ ✐,

♥♦( ♣)❛❝(✐❝❛❧✱ ❛, ✐( )❡L✉✐)❡, ❝♦♥❞✉❝(✐♥❣ ❛ ♣,②❝❤♦✲✈✐,✉❛❧ (❡,( ❢♦) ❡✈❡)② ✐♠❛❣❡ (❤❛( ✇❡ ✇❛♥( (♦ ♠❛♣✳
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