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VORWORT

Den an eine Konstruktion gestellten Festigkeitsanspriichen ist es méglich nach
zwei grundsitzlich verschiedenen Gesichtspunkten zu entsprechen, erstens material-
technisch durch die Verwendung eines geeigneten, gegebenenfalls hochwertigen Ma-
terials und zweitens durch die richtige FFormgebung.

Der gegenwirtige Stand unserer Erkenntnisse und Erfahrungen verlangt vom
Konstrukteur die griindliche Kenntnis der Festigkeitseigenschaften und des Verfor-
mungsvermdgens des Materials, sowie die Meisterung der Formgebung der Konstruk-
tion als Ganzes und in allen ihren Einzelheiten.

Unrichtige Formgebung vermag die materialtechnischen Vorziige eines Kon-
struktionsmaterials Ausserst ungiinstig zu beeinflussen, unter Umstdnden génzlich
wettzuschlagen, Als Folge stellen sich technisch-wirtschaftliche Nachteile ein, ver-
bunden mit der Gefiahrdung der Sicherheit der Konstruktion,

Die vorliegende Arbeit von Herrn Dr. R. V. Baud befasst sich mit der experimen-
tellen Erforschung zweidimensionaler, rechnerisch dusserst schwierig, teils {iberhaupt
nicht zu erfassender Spannungszustinde, welche von der Formgebung in ausschlag-
gebender Weise abhingig sind, Die gewonnenen Erkenntnisse sind daher fiir die Kon-
struktionspraxis des gesamten Ingenieurwesens von wegleitender Tragweite und wirt-
schaftlich von nicht zu unterschitzender Bedeutung, denn es steht fest, dass sowohl die
statische, namentlich die dynamische, insbesondere aber die Ermiidungsfestigkeit
durch ungeeignete Formgebung — schroffe, plétzliche Uebergéinge, scharfe Kerben —
vor allem bei hochwertigen, kerb- und oberflichenempfindlichen Materialien, dusserst
‘ungiinstig beeinflusst werden, ,

Wertvolle praktische Unterlagen und Anhaltspunkte bieten dem Maschinen-
Konstrukteur die Abschnitte iiber den Querschnittiibergang im allgemeinen, sodann
iiber Polbefestigungen, Zahnrader und Schrauben. Aber auch fiir den Bau-Ingenieur
enthédlt die Arbeit sehr wertvolle Anregungen, wie beispielsweise die Untersuchungs-
ergebnisse iiber die Abrundungen konstanter Randspannung. Nutzen aus diesen Un-
tersuchungen zieht auch der Bau- und Werkstoffe priifende Ingenieur, indem der
Formgebung erfahrungsgemiss zufolge der mehr oder weniger giinstigen Spannungs-
verteilung bei einer bestimmten Art der Inanspruchnahme eine ganz besondere Be-
deutung zukommt, deren richtige Erkenntnis den Priifungsingenieur befdhigt, das
Versagen oder den Bruch entweder auf die Festigkeits- und Verformungseigenschai-
ten des Materials an sich oder auf die durch unrichtige Formgebung bedingte, ungiin-
stige Spannungsverteilung zuriickzuf{ihren, Auch fiir die geeignetste Form der Priif-
stibe im Materialpriifungswesen sind die vorliegenden Erkenntnisse wegleitend.

Die Beitrige von Dr. Ing. R. V. Baud zur Kenntnis der Spannungsverteilung in
prismatischen und keilférmigen Konstruktionselementen mit Querschnittiibergingen
bereichern unsere bisherigen Erkenntnisse {iber konstruktiv richtige Formgebung. Ins-
besondere in der gegenwirtigen Zeit der Verwendung hochwertiger Bau- und Werk-
stoffe und neuer Verbindungsarten, sowie deren weitestgehender Ausniitzung ent-
sprechen die gewonnenen Erkenntnisse einem dringenden konstruktiven Bediirfnis
der Gegenwart,

Ziirich, November 1934. M. Ros.
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EINLEITUNG

Es ist eine bekannte Tatsache, dass es bei elastisch beanspruchten Kérpern
Zonen gibt, fiir welche die Spannungsformeln der elementaren Festigkeitslehre nur
grobe Naherungswerte ergeben. Obschon die theoretische Elastizititslehre manch
wertvolle Losung fiir die Berechnung der Spannungen in solchen Zonen geliefert
hat, wie z, B. auf Grund der von Airy {1)') schon 1862 eingefiihrten Spannungsfunk-
tion, so sind doch eine sehr grosse Anzahl technisch wichtiger, verwickelter Span-
nungszustinde theoretisch unabgekliart geblieben. Zur Losung dieser Probleme, so-
wie zur Nachpriifung von rein theoretischen Ergebnissen, bleibt noch das Experiment,
welches besonders bei zweidimensionalen Spannungszustinden mit Erfolg herange-
zogen werden kann. Es sind nimlich in den letzten drei Jahrzehnten mehrere Ex-
perimentalmethoden ausgebildet, bzw. bedeutend vervollkommnet worden, darunter
mit an erster Stelle das in dieser Arbeit ausschliesslich beniitzte, spannungsoptische
(oft auch als photoelastische Methode bezeichnete) Verfahren, welches bekanntlich
auf der Interpretation der durch die Deformation in durchsichtigen Modellen her-
vorgerufenen Doppelbrechung beruht.

Bei den Experimenten 1 und 6—9 ist die von Favre (2) beschriebene Appa-
ratur angewandt worden. Alle {ibrigen Versuche wurden mit gekreuzten Nicol-Pris-
men und gekreuzten Viertelwellenplatten, einige davon mit «weissem» Licht, aus-
gefiihrt, Bekanntlich bleiben bei dieser Anordnung nur die Singularitdten im Inter-
ferenzbild farblos, so dass sich vor allem die Ausfithrung des Experimentes 3 sehr
einfach gestaltete. Bei den Experimenten 2 und 10-—12 wurden vom Verfasser (3)
{4) vorgeschlagene, vereinfachte Messmethoden beniitzt, bei allen iibrigen dagegen
diejenige von Coker (5) (6). Die Trennung der Hauptspannungen in den Experi-
menten 14—16 geschah nach einer zuerst von Coker und Filon (7} beschriebenen -
Methode, bei der die Spannungen durch Integration der fiir rechtwinklige Koordi-
naten aufgestellten Gleichgewichtsbedingungen ermittelt werden.?) Die Superposition
zweier Spannungsfelder, Experiment 17, erfolgte auf Grund der im 3. Kapitel in
Kirze dargestellten Methode,

Experimente Nr, 1, 3, sowie 6—12 wurden in dem von der Schweizerischen
Volkswirtschaftsstiftung subventionierten Photoelastischen Laboratorium der E.T. H.
gemacht; ich danke dem Vorstand dieser Stiftung, sowie dem Leiter des Laborato-
riums, Herrn Prof. Dr, F. Tank, fiir die Erlaubnis der Beniitzung der Apparatur
und fiir die Anschaffung der in diesen Experimenten beniitzten Modelle. Die iibrigen
Experimente wurden in den Forschungslaboratorien der Westinghouse Electric und
Manufacturing Co. in Pittsburgh, U.S.A., ausgefiihrt; ich bin dem Direktor derselben,
Herrn Chubb, fiir die Erlaubnis, die Ergebnisse der dort vom Verfasser vorgenomme-
nen Versuche verdffentlichen zu diirfen, sehr verbunden.

Fiir das von Herrn Prof. Dr. Tank dieser Arbeit entgegengebrachte Interesse,
sowie fiir die vielen wertvollen Ratschlige danke ich ihm auch an dieser Stelle
bestens.

Nicht zuletzt bin ich auch dem Schweizerischen Verband fiir die Materialpriifun-
gen der Technik, bzw. dessen Prisidenten, Herrn Prof, Dr. h. c. Ro¥ fiir sein Ent-
gegenkommen beziiglich der Drucklegung zu grossem Dank verpflichtet.

1) Die dem Namen der Autoren folgende Zahl bezieht sich auf die im Literaturverzeichnis S.55
zusammengestellten Verdffentlichungen,
2) Diese Methode ist kurz auch in zwei Verdffentlichungen des Verfassers (4) (25) beschrieben.



1. ABSCHNITT

1. KAPITEL
DEFINITION DER FORMZIFFER?)

Seitdem man sich eingehend mit Sts-
rungszonen, wie sie durch Lécher, Kerben
etc. bedingt sind, beschiftigt, hat sich die
Wiinschbarkeit gezeigt, den Begriff der
sFormziffer« einzufiihren, einerseits, um
schon durch die Benennung auf den Ein-
fluss der Formgebung hinzuweisen, ande-
rerseits, um dem Konstrukteur das meist
wichtigste Untersuchungsergebnis in ein-
facher Form zur Nutzanwendung iiber-
geben zu konnen.

In dieser Arbeit ist die Formziffer k als
der Quotient aus der gemessenen Span-
nung oy und einer auf elementare Weise
berechneten Spannung o, definiert; diese
letztere Spannung ist nur fiktiv, weil die
angewandte Formel der elementaren Festig-
keitslehre fiir den fraglichen Fall nicht
giiltig ist. So ist beispielsweise die Bie-
gungsformel 6, =6 PI/bh* zur Berechnung der
Spannungen im Punkte S in Figur 1, streng
genommen, unzuldssig, da die Voraus-
setzungen dieser Formel nicht erfiillt sind.
Bildet man jedoch das Produkt %o, so
ergibt dieses definitionsgeméss den richti-
gen, nidmlich den gemessenen Wert on
beziehungsweise den Wert ¢, wie er fiir
das Konstruktionselement zu beriicksich-
tigen ist. Die Spannung ¢, stellt somit
in diesem Fall nur einen Hilfswert dar,
um durch Multiplikation mit der Form-
ziffer zum richtigen Resultat zu gelangen.
Gibt man die Untersuchungsergebnisse in
Gestalt von Formziffern, dann ist es na-
tiirlich unbedingt unerlidsslich, zu erwih-
nen, wie 6; bei der Ermittlung von k
berechnet wurde, bzw, bei der Anwendung
mittelst der Formel ¢ = k65 zu berechnen
ist,

Bei der graphischen Darstellung des
Versuchsergebnisse hat sich das Verfahren
eingebiirgert, die Grésse der gemessenen
Randspannungen eines jeden Randpunktes

Fig, 1, Skizze zur Definition der Formziffer,
Kurve I: oa (bezw, k); II: Oo—fest (bezw. kb =1,0)
111: gb—variabel ; Iv: &,

durch einen Vektor vom Punkt aus senk-
recht zum Rand darzustellen” und die
Vektorspitzen durch eine Spannungskurve
zu verbinden, Kurven I in Figur L.

Trigt man noch den Betrag der fiir
einen festen Punkt S berechneten Span-
nung 05 — fest  als Einheitsspannungs-
kurve II auf (als Beispiel ist hier die linke
Seite in Fig. 1 gewéhlt), so kann man die
Formziffer k fiir jeden Randpunkt als den
Quotienten der Vektorwerte ou und 05 — s
definieren.*)

In gewissen Beziehungen wére es nahe-
liegender, fiir sukzessive Schnitte die Span-
aung 0s — variabel, dargestellt durch die Kurve
III, zu berechnen (als Beispiel ist hier die
rechte Seite der Figur 1 gewahlt), wodurch

3) In englisch sprechenden Lindern hat sich hierfiir der Awusdruck «stress concentration factor»

eingebiirgert,

1) Die Spannungskurve ist somit gleichzeitig auch Formzifferkurve; es #ndert sich nur de}' Mass-
stab, der so festzulegen ist, dass dem Vektorwert der Kurve II der Wert k = 1,0 entspricht.



man zu einer Formziffer & = OM [6; _ yuricber
gelangen wiirde.?)

Dieses letztere Verfahren ist jedoch
zeitraubend und der Verfasser ist im all-
gemeinen davon abgekommen, um so mehr,

da die 6,-Werte doch nur fiktiv sind, gleich--

giiltig, ob man nur einen oder sukzessive
Schnitte beriicksichtigt,und somit die Form-
zifferin den beiden Féllen keine prizisierte
Grésse im physikalischen Sinne darstellt.

In den Fillen, wo es sich nicht um die

Formwirkung handelt und es doch ange-
zeigt ist, bestimmte Verhiltniswerte zwi-
schen gewissen Spannungen durch Buch-
staben auszudriicken, sind in dieser Arbeit
statt »k« die Buchstaben »f« und »r« ge-
wahlt worden (Formel 3c, 8 etc., Tabelle 2
etc.] Ferner sind die Spannungsgrissen
im Innern des Kérpers durch Kurven ¢, 0,
und 2 7 e = konstant gegeben, eine Me-
thode, die einen sehr guten Ueberblick
iiber das Spannungsfeld gestattet.®)

2. KAPITEL

AUFZAHLUNG BEKANNTER LOSUNGEN

Von den vielen technisch wichtigen Pro-
blemen, die sich selbst bei der Beschrin-
kung auf zweidimensionale Spannungszu-
stinde aus der Kombination von Form
und Belastung ergeben, sind nachstehend
nur die Lésungen herausgegriffen, die in
einem gewissen Zusammenhang mit dem
in dieser Arbeit behandelten Stoffe stehen.

1. Liniendruck
und Fldchenpressung.

a. Definition.

Denkt man sich die Kraft iiber eine
Linie senkrecht zur Ebene des Kérpers,
d. h. in der Richtung der z-Achse, gleich-
méissig verteilt, Figur 2, dann ist unter

" Liniendruck der Ausdruck
P* = P/z
zu verstehen.”)

Der Liniendruck ist ein fiktiver Begriff,
da in Wirklichkeit die Kréfte von einem
Kérper auf den andern durch Flichen
tibermittelt werden, so dass man es also
in praktischen Féllen mit Flachenpressung
zu tun hat. Ist die Kraft, bzw. Pressung
der Fliche zugerichtet, dann sind P, P*, p,
Ppmaz in den folgenden Formeln mit nega-
tivem Zeichen einzusetzen.

b. Senkrechter Liniendruck auf die Halb-
ebene, Figur 2.

P Fig. 2. Senkrechter
Liniendruck
auf die Halbebene.
H

P Vlz

c. Geneigter Liniendruck auf die Halb-
ebene, Figur 3.
Es gelten dieselben Formeln wie fiir den
senkrechten Liniendruck, indem man kon-

sequent 6 von der Kraftrichtung im In-
nern aus abtrigt. .

Versteht man dagegen, wie in Figur 3
angedeutet ist, unter 6 den Winkel, den

5} Durch Division der Vektorwerte ergibt sich bei dieser Methode, im Gegensatz zu der Ersten, eine

nete Kurve IV, die von Kurve I abweicht.

%) Niheres hierfiber siche Ende des 5. Kapitels.

7} In allen Formeln dieser Arbeit, die den Ausdruck P* (Kraft) oder M* (Moment) enthalten, ist fiir
P* bzw, M* die Belastung pro ecm Dicke einzusetzen; die Dicke braucht deshalb bei Anwendung
der Formeln nicht weiter beriicksichtigt zu werden.



der Strahl AP mit der nach innen gerich-
teten Vertikalen einschliesst, und unter «

Fig. 3. Geneigter Liniendruck auf die Halbebene.

den Winkel, den die Kraftrichtung ausser-
halb des Korpers mit der Vertikalen aus-
sen einschliesst, dann ist

— 2P cos (6-0)

roT [1-&)

7T 1
wobei die Winkel, wenn sie gleiche Dreh-
richtung von der Vertikalen haben, mit
gleichem Vorzeichen einzusetzen sind.

d. Senkrechte Flichenpressung p variabel,
Figur 4.
Ist die Kraft senkrecht, jedoch ungleich-

missig tiber den Teil AB der Halbebene
verteilt, dann gelten die Fldchenpressungs-
integrale
o — 6,
2 g o
Gy ——ﬂ/psm 6d8
6 = 6,
0 = 6,
G, = 2 cost8do ——— L (2
y p p
g = 0,
9 =6,
Ty = 2 in 6 cos 6d 6 — —
oy = — p sin A cos
9 = 6,

wobei 4, und ¢, die Winkel zwischen
den begrenzenden Strahlen AP und BP
einerseits, und den Vertikalen durch A, B,
resp. P. andererseits bedeuten.?)

Fig. 4. Senkrechte und geneigte Flachenpressung
auf die Halbene.

e. Senkrechie Flichenpressung p konstant,
Figur 5. ,
Fiir den Fall gleichmissiger Verteilung
der Last iiber einen Teil der Halbebene
hat Michell (9) die Spannungsiunktion

=2 (ta—de) ©
aufgestellt, aus der man die Spannungen
A% F , ;
0p = 0y =2pﬂ{2(91—92)-sm291+sm 292}
2
Gy == 2°F _ p 2(6,—86,) + sin26,~sin 20,
x> 2@ (3-&]
Toy= a2 F - P <cos 26,—cos2 9]>
dxdy T
= % (sin® 6, — sin® 0,)
erhalt, M

|
|
|
A
AU
i

M p@é)
Fig. 5, Senkrechte Flichenpressung p konstant.

8) Die Winkel sind positiv fiir Strahlen, die aus der Vertikalen durch Drehung im Gegenuhrzeiger-

sinn hervorgehen., — In dieser Arbeit bezeichne

x,y die Richtung der Spannung wie {iblich,

xy — ohne Komma — dagegen beziehe sich auf die xy-Ebene allgemein.



Aus diesen Gleichungen geht

Tmy max = ZP‘T sin (9‘—02> L

_ P (3-b)

T 2a

hervor, siehe Fussnote 8.
1l. Ecken und Abrundungen.

a. Theoretische Untersuchungen.

Ausser dem von Boussinesq geldsten
Spezialfall fiir den Winkelraum =z, = 1
(Halbebene) existiert ein Ansatz von Som-
merfeld fiir die Winkelrdume #/¢ =— 1,
2, 3, ...; dieser Ansatz besteht nebst Ver-
wendung komplexer Koordinaten und einer
glicklichen Verallgemeinerung einer Ein-
zellosung darin, die Differentialgleichung

Tay ult

4 4 F = 0 auf eine einfachere 4 & so
iiberzufithren, dass man als unbekannte
Funktion nicht die Spannungsfunktion

selbst ansieht, sondern ihr 4, Bei belie-
bigen Winkelrdumen hinterldsst der Som-
merfeld’sche Ansatz auf dem Rand /¢
ein System von stdérenden Normalspan-
nungen, die zu beseitisen Wieghardt (10)
ein alternierendes Verfahren vorschlagt.

10

Mit der Theorie der Stab-Eck-Span-
nungen und des Eck-Momentes in ortho-
gonalen Stab-Ecken hat sich u. a. Posch
beschiftigt. In seiner Abhandlung (11)
werden die Ergebnisse der von Winkler
und Zimmermann schon 1888 gemachten
grundlegenden Arbeiten in geeigneter For-
mulierung mit gebrauchsfertigen Tabellen
gegeben, Ferner sei in diesem Zusammen-
hang auf die Vorschlige von Foppl (12)
zur Losung dieses Problems hingewiesen.

b. Spannungsoptische Untersuchungen.
Auf Zug beanspruchte Modelle mit Ab-

rundungen sind von Timoshenko und Dietz
(16) untersucht worden. Weitere Unter-
suchungen an Zugproben, wie sie in der
Materialpriifung verwendet werden, haben
Coker (6) und Heymans (17) zusammen
an flachen Modellen gemacht. Ferner
wurden Druck- und Biegeversuche an Bal-
ken von Favre (2), Miiller (18) und Tank
und Miiller (19) ausgefiihrt. Ecken bei
Befestigungen sind von Birnbaum (20},
Stabecken von v. Widdern (21) und Ket-
tenacker (22) spannungsoptisch untersucht
worden,



2, ABSCHNITT
DER PRISMATISCHE BALKEN MIT QUERSCHNITTUBERGANG

3, KAPITEL
DIE SPANNUNGEN IM INNERN DES BALKENS IM GEBIET
DES QUERSCHNITTUBERGANGES

Die durch Integration der Differential-
gleichungen bzw. durch Auffinden einer
passenden Spannungsfunktion geldsten
Probleme beziehen sich im allgemeinen
aufl idealisierte Formen und Belastungen,
die fiir Bauelemente meist nur indirekt
zutreffen, Es diirfte jedoch in manchen
Féllen gelingen, die Aufgabe ganz oder
teilweise noch auf andere Art zu 16sen. Von
solchen Méglichkeiten, angewandt auf das
vorliegende Problem, soll in diesem Ka-
pitel hauptsichlich die Rede sein.

I. Anwendung des Schnittprinzips und
Ueberfiihrung auf Fldchenpressungs-
probleme.

Ein Grundgesetz der Elastizititslehre
sagt aus, dass Teile eines Korpers fiir sich
getrennt behandelt werden diirfen, voraus-
gesetzt, dass man in den Trennflichen der
Einzelteile die vor der Trennung vorhan-
denen Spannungen anbringt. Hat man also
" ein bestimmtes Problem beziiglich der
Spannungen in einem Korper »a« vor sich,
so kann man sich fragen, ob man ihn als
einen Teil eines Korpers »A«, und die Fl4-
chenpressungen p und s des Kérpers a als
die vor dem Schnitt im Koérper A vor-
handenen  Spannungen ¢, und Tu
auffassen darf. Hierbei sei unter p die
Normalspannung senkrecht zum Rand des
Koérpers a, unter s die Schubspannung
verstanden, Ist das der Fall, so sind die
beiden Probleme aufeinander zuriickfiihr-
bar.

Eine teilweise Behandiung des Problems

%) Resultante der Komponenten p und s.

des Balkens mit Querschnittiibergang be-
steht darin, dass man sukzessive alle még-
lichen Belastungsverteilungen zuerst auf
der wunbegrenzten Halbebene untersucht.
Weiterhin ist dann allerdings noch erfor-
derlich, die Awusdehnung der Halbebene
zu begrenzen und sie bestimmte, vorkom-
mende Formen annehmen zu lassen,

Die Ableitung der Flichenpressungs-

integrale und Auswertung derselben fiir

einige typische Belastungsverteilungen in
den nun folgenden Abschnitten ist als eine
Fortsetzung bestehender Anfinge gedacht.
Die Probleme der Begrenzung bleiben spi-
tern Untersuchungen vorbehalten.

A. Ableitung der Fldchenpressungsinte-
grale fiir geneigten Druck p,°) auf die
Halbebene, i

Fiir den in in Figur 3 dargestellten Fall
ist, wie im 2. Kapitel bereits erwihnt
wurde,

) 2 Py cos (6—a)
6‘1 — e I
T

p
und somit

do, =

Beim Uebergang vom Linien- zum Flichen-
druck ist, wie Figur 4 zeigt,
dP*, = p, df
Ferner ist ‘
rdg = df cos b
und daraus

cos (9—&) d P*
R 4 a

RN

11



so dass

“ rdf
d P*, — p, cos B
und somit
do, = 2 p, cos0=a) g4 — _ (a)
x * cos 6
Da o6, eine Hauptspannung, und die
zweite Hauptspannung o, = o ist, kann
man die zu o, und o¢; gehdrigen Nor-

und die Schub-

malspannungen ., o,

spannung Ty, in x- bzw. y-Richtung wie .

folgt in einfacher Weise ausdriicken:

do. = sin* 9 d o, ~v~———-l

do. = cos®*0do. — — S )
dT.y= sinfcos gdo, — — — ‘

Setzt man den Wert fiir d 6, aus Gl (4)

ein, so erhdlt man durch integrieren die

drei Flichenpressungsintegrale fiir geneig-
ten Druck p, auf die Halbebene:

6 = 6,
L2 [ cos(fa) o
Oy == ;/pu o5l sin?fd @
6 = 6,
A = 6,
2 cos (6—a)
0 = 6,
8 =0,
= —/ o8 Q—a) sin 0 cosf d § —
T cos B
f = 6,

Setzt man ferner den Wert von
cos (§—a) = cos @ cos § + sina sing
ein, dann erhdlt man die Fldchenpres-
sungsintegrale fiir geneigten Druck p, auf
die Halbebene in der Form

R

ax::i«/pu_(cosasin20+sinasin29fg9> df
f = 6,

=6,

i/ (cos « cos®> 0 + sin o tg39) d 6 (6-a)
Y a 0

= 0,

8 =6,

2

7 (coso sinf cos B +sin v, sin® 0)

Fur a=o0 ist py=—=
Spezialfall die im 2.

12

p und man erhilt als
Kapitel erwihnten

Flachenpressungsintegrale f{ir Normalpres-
sung, Gleichungen (2).
Fiir « = 90V ist pe = s und somit

6=8,
av:%/‘ Sln-«@tggdg__w
6="0,
9 -
G = *i* s.sinfcosfdb — = \(6-b)
6 =0,
6 =0,
2 P2
T:r,y = ’; s . s 6 d 2] e
9:02 o

B. Auswertung der Fldchenpressungsinte-
grale tiir den Fall oo und p = konstant.
Fiir diesen Fall gelangt man durch Inte-
gration der Gl. (2) zu der bereits bekann-
ten, im 2. Kapitel gegebenen Lésung von
Michell, Gl (3-a).
Beschrinkt man die Untersuchung auf
die Mittellinie MM in Figur 5, dann ist 4, =

—6,und man erhéilt aus den Gleichungen
(3-a)

O = 0y = (29 — sin 2 6;) ]

Oy =0, = - ,(2 6 + szn2(91 y=h p>3 -c)

Coymax = ‘Lllzf_q,zz f: sin 2 6; = 1y pJ
wobei die durch obige Gleichungen defi-

nierten Faktoren f durch die in Figur 6
M

100 .
00 S e
4z A

Vi o

961~
2~ —/
10 -,

12
4
16 14~ °
i
%4
2
79
261
261~
Jo-

gz
7

Fig. 6. {-Werte

Verkalts &0

— Aus derr Gli(5-¢)
o Aus bxp. N2/
o Aus txp. favre

fir die Mittellinie M-M in Fig. 5.



gegebenen- drei-Kurven bestimmt sind. Es

bedeutet y der Abstand des betrachteten

Elementes vom Rand-und d die "Druck-

breite.

C. Auswertung der Flichenpressungsinte-
grale fiir den Fall ¢ = [0 und para-
bolische Verteilung von p.

Dieser Fall ist rechnerisch noch gut zu-
ganglich (13), (23), (24). Fiir die Druck-
mittellinie gelten die auf Seite 47 gegebenen
GL (29).

D. Auswertung der Fléchenpressungs-

. integrale fiir den Fall o = O und eine

lineare, der reinen Biegung entspre-
chende Verteilung von p, Figur 7.
Fiir die Gerade AB, Fig. 7a, ist

Ly =i =u(0)
Aus geometnschen Betrachtungenm] folgt '
y=xiga
und x=a—btgo
so dass y—(a—btg@)tgo

In diesen Gleichungen sind a und b d1e
Koordinaten des Feldpunktes P. An deren
Stelle kann man die Druckbreite d, den
Grenzwinkel 6, und den Winkel ¢, fiir
den Mittelpunkt O einfithren, wobei

a = bigé,
1

d
b = 2 150, — 80,

Indem man nun noch die Spannung (p)
statt der Ordinate (y) und fiir tg « den
Wert 2 pmae/d einsetzt, so erhdlt man:'!)

tg,,g,(?,,itg b o (7)

= tg 9 _ tgg pmu.v
und somit die Integrale

0y —
Gy ==
6.
2 0,
— 2 _pmax _ ;
Tayp= z 14 0—ig b, (tg O,—tg 9) sinf cos B d b

b,

und deshalb hier wie iiblich gewahlt,
1) Pmaax iSt der

zum Winkel 0, zugeordnete Spannungswert,

die, wie man" gleich sieht, zwei Téillgsun-
gen ergeben, wovon die erste der Michell-

ISy

\\/91’"\‘9*‘9’/

Z":(//nax /:*/1‘/0(0, Y )

}E{’D (29)
7
Fig. 7. Biegungsverteilung auf der Halbebene,

schen Lésung, Gleichungen (3-a), entspricht.
Die Auswertung der drei Intregrale ergibt:

1 pmax
27 (18 0,—1g0;)|

6o = 146, {2(91—92) ~ sin26,

cos gz + cos?6;—cos? 0, I
1

+sin 2 92}—2{2 Ig

_— _!_ P max B _ .
O = 2 (1g 6,14 0y) _tg 90{2(91 8,) +sin 26,

—sin 2 0, }— 2 { sin? 6,—sin? 6, }

1 P max

Fer™ 2 (tg bo—1g 6y)

[2 g 0, {sin2 6,—sin? 92}

! 2 (6,—8,) ~—sin 26, +sin 2 0,
\

10) Die Annahme des Vorzeichens der x,y-A x en ist fiir die Ableitung der Formel (7) ohne Belang

Ordinate AA’ in Figur 7b. Laut

Absatz (a) Kapitel 2 ist der numerische Wert von p,,,, in den Formeln, (7) und (8) mit negativen
“Vorzeichen einzusetzen, wenn p,,, eine Druckspannung ist.

13



Fiir die Mittellinie MM, Fig. 7c, erhill
man aus Gl 8, indem man beriicksichtigt,

dass 6, = 0, §, = — 6, die Spannungen:
6. =0; o6,=0
: 8-
Toy= Toy max = p;;ag (20,—sin 20)) =1, porus (8-2)

Es zeigt sich, dass fir die maximale
Schubspannung bei Biegung derselbe
Klammerausdruck erhalten wird, wie bei
der Hauptspannung o6, fiir konstanten
Druck, Gleichung (3—-c), so dass also

f
A (8-b)

g

Die Mittellinie 1st in diesem Fall eine
Linie reinen Schubes. Die Hauptspannun-
gen 6,, 6, sind demzufolge

6| =0 |= Toymax— (8-c)

wobei die eine eine Zug-, die andere eine
Druckspannung ist.

Den Winkel 6, fiir den 7y mae ein
Maximum, d. h. 7. ist, findet man auf
graphischem Wege aus der Gleichung

d TU max _—pmax/ 2
d 8, x \tg 0, szn29+231n29) 0,
Zu

6, = 61° 16"

Er entspricht einem Verhiltnis y/d =
0,274; der zugehtrige Maximalwert von
f, betragt

f4 max 0,226

In Figur 8 ist der Faktor {, als Funktion

des Verhiltnisses y/d aulgetragen.

M
7
921~
99~
45—
96—
10—
2
/4
161
8-
201
22\~

24
u
28
Ja
32

"

Fig. 8. f,-Werte fiir die Mittellinie M-M'in Fig. 7c.

— 4/ /(95)
o Jug
® Jruck

Vertialtms $08

} Exp. vt favre
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E. Auswertung der Fldchenpressungsinte-
grale fiir den Fall 0 = -+ 90° und s
= konstant, Figur 9.

P/,; 6)

Fig. 9. Wagrechte Flachenpressung (Schub)

s konstant,
Setzt man den Wert fiir s — konstant
in die Gl (6—b) ein, so erhilt man
)
, .
Gy = '*_f“ /sin29ig9d0
-
h =0,
, .
G, = "js*' /sin A cos 8 dA
9 = 6,
=0,
, .
:.x,y - :S; /sin’-’ Ad A
9 — 8,

Diese Integrale sind denjenigen fiir eine
lineare Biegungsverteilung identisch. Es
ist somit

0, = is;"{z log n“c:))s g‘ + cos? O, -—COS°9

s ,
oy = ;( sin? 6, — sin? O, >

1
(9
"
J

. 26 n 29

Tam = if( 6, — 0, — sl,"z O sin2 )

Fiir die Mittellinie MM ist 4, = — 9,
und deshalb

Gx = o0 ; Gy = 0

Toy = Taymox = 78: '<2 6, — sin 291>:fhsl9'a

Sie ist, wie bei Biegung, keine Sym-
metrielinie, sondern eine Linie reinen



Schubes; somit sind die Hauptspannungen
gleich der Schubspannung iy max 1 fiir
0, = afy ist f, = 1,0 und Tuy max = s,
wie erforderlich.

F. Auswertung der Fldchenpressungsinte-
grale fiir den Fall , =— + 90° und
eine hyperbolische Verteilung von s,
Figur 10.

Fiir eine hyperbolische Verteilung erhilt
man in ganz analoger Weise wie im Ab-
schnitt D

y— 1 - 1 __ #0h—tgh 2
x a—bigh igb,—tg8 d
Fir x = ‘; ist s = sy, und daraus
Sy = —i = g ; ferner ist s = y und so-
mit*2)
_ 1gb, —igl,
tg G, — igd So

Dieser Wert in Gl. {6—b) eingesetzt,
gibt die Integrale fiir hyperbolische Schub-
spannungsverteilung.

Fiir die Mittellinie ist 6, == 0 und man
erhilt so
_ colg 9
cotg g, 5o
und dieses in die Gl (6—b) eingesetzt,
gibt
o,
o 2 s .
Oy = Gy = T cotg 0, /sm 6d 8 =
Yy
So . .
eotg b, (20, —sin 20,) = fgs,
) + 0,
Oy = 0, = 7’_'00;00 /COs2 Hdo =
— Yi
(10)
W(Z 91+sm29} = f5 8,
6,
2
Tey = 77'cots;0 /szn@cos@d@zo
2
- Y
0, —G
Ty max = ! 3 2"=j’v*c:‘t)g *sngl—’%so
2

12) Es ist hierbei fiir s,

das (1), bzw. (—) Zeichen einzusetzen,

wobei
7 £, 2

5T cotg G,' '8 cotg 0, * T T cotg 0, (10a)
Fiir 4, = 45° d. h, fiir den Punkt H in

Fig. 10c, erzeugt eine hyperbolische Schub-
g

6)

Fig. 10. Hyperbolische Schubspannungsverteilung
auf der Halbebene,

verteilung s, — p dieselben Spannungen,
wie die gleichférmige Verteilung p — kon-
stant.

G Anwendung der Gleichungen (3) und
(8) auf den prismatischen Balken mit
Querschnittsiibergang.

Bei Querschnittiibergingen ist im all-
gemeinen nicht mit so einfachen Span-
nungsverteilungen zu rechnen, wie sie bis-
her mathematisch behandelt wurden.

je nachdem der zum Winkel 6,

gehdrende Schubwert positiv oder negativ ist. Positiv ist eine Schubspannung fiir die begren-
zende Fliche der Halbebene (und somit auch fiir die obere Kante eines Feldelementes) nach den
eingangs gemachten Definitionen dann, wenn die Schubspannung nach links gerichtet ist. Diese
Richtungsregel gilt auch fiir alle vorhergehenden Abschnitte,

15



Trotzdem kann man erwarten, dass in
gewissen. Entfernungen vom Querschnitt
brauchbare Werte erhalten werden,'®) wenn
man im Querschnitt die Verteilung ideali-
siert annimmt und an vorhandene Lésun-
gen anpasst. In den folgenden Ausfiih-
rungen sei fiir den prismatischen Balken
mit Querschnittiibergang ein fiktive Ver-
teilung p’ iiber eine fiktive Breite d' =—

d 4 —'32— (2 R) angenommen, Figur 11—a.
Solche Ansitze sind jeweils durch den
Versuch zu iiberpriifen.
1 0/ ‘
i i o
g i f
o /- !
o N
i E i /3’7 4 /i 8’
o Il ~FaE

g c)

Fig. 11. Anwendung der Gl (3) und (8) auf den
Balken mit Querschnittiitbergang, a) und b) Zug,
bzw, Druck, ¢) Biegung durch Einzelquerkraft,

a) Druck. Es sei versuchsweise der unter
Abschnitt B behandelte Fall p" = konstant
angenommen,

Zur Nachpriifung fiir die Mittellinie
wurde Experiment 1 ausgefiihrt.

Experiment Nr. 1.
Prismatischer Balken mit Querschnitt-
iibergang; Druck.

Modell. Das 9,77 mm dicke, in den Fi-
guren 12 und 18 einskizzierte Modell war
wie folgt dimensioniert:

d == 16,3 mm, D — 96,0 mm, R = 8,0 mm,
l, = 56,0 mm, L = 135,0 mm.

Belastung. Das Modell wurde im breiten
Teil unten auf die Linge L' == 19,0 mm
schwach eingespannt und oben durch eine
Vertikalkraft P == 226,6 kg zentrisch be-
lastet.

* Resultate. Die Resultate sind in den Fi-

“guren 12 und 13 und in Tabelle 1 enthal-
-ten'*) Die -gegebenen Winkel ¢ sind im

*’l‘f‘"
1 %w
- L I4j -
! 17 /{7///7/77? !
5 | i
A% 78!
==, o
o5 - ——

l—d2.
Kyl

.
[N

J
e - AN AN AR NAN NS LS

V4

Zz

4

Fig. 12. Verteilung der im Experiment 1 fiir die
Mittellinie ermittelten Spannungen.

Uhrzeigersinn von der Vertikalen abzu-
tragen und ergeben so die Richtungen der
Hauptspannung ;.

Die ebenfalls in Tabelle 1 gegebenen
Spannungen 6., 0y, Ty, Hir den Trenn-
schnitt MO, Figur 13, wurden aus den
Hauptspannungen mittelst den bekannten
Formeln

@ -+ Oy cos> @ — —
Oy = 0 cos® @ -+ Oy sin® @ -~ —

(6, — 05)
2

Oy = 6] sin2

(5-2)

Tey= sin2® — — — —

berechnet. Die Kontrolle, die in der In-
tegration der Spannungen iiber irgendeinen
Schnitt y = konstant besteht, indem

13} Bei dem unter Absatz {a) behandelten Fall fiir Druck zwar nur fiir oy d. h, fiir die Gréssere der

beiden Hauptspaanungen.

1} Die Untersuchung des verwendeten Glases ergab fir die bentitzte Wellenlinge 05461 p. folgende

optlschen Konstanten:

b =-0,1143
¢ = —0,0523

16

a =+ 0,0620 | Wellenlinge

‘ kg/mm



./&y dx = P* sein muss, lieferte fiir den

Trennschnitt P — 232 kg, statt 226,6 kg,
d. h. 4 % mehr.

]L\ ~ ey

\,%/}7

ﬁ -
(Druck)

_lgg

]
(Druck)

k4 /%”2

Fig. 13. Verteilung der im Experiment 1 fiir den
Trennschnitt ermittelten Spannungen.

Die oben erwihnte Ueberfithrung auf ein
Flachenpressungsproblem lauft, wie be-
reits angedeutet, darauf hinaus, die d,-
Spannungsverteilung durch

P*

=, "4 " = konstant —
P=a+1ip
zu ersetzen. Indem man die in der Mittel-
linie gemessenen ¢; -Werte durch p’' divi-
diert, erhilt man Werte fiir den Faktor
f;, die in Figur 6 eingetragen sind.

Um den Ansatz weiter nachzupriifen,
wurden Werte eines von Favre (2] ge-
machten Experimentes herangezogen, in
gleicher Weise die f;-Werte bestimmt,
und die Resultate ebenfalls in Figur 6 ein-
getragen

Man findet in beiden Fallen eine gute
Uebereinstimmung der experimentellen und
theoretischen f,-Werte.

b. Biegung. In diesem Fall liegt der An-
satz einer linearen Verteilung {iber die
gleiche fiktive Breite d’, wie sie im Druck-
fall zu guten Néherungswerten fiihrte,
nahe, Fig. 11—c, so dass also

r

(11)

Plmaw = gy e (12)

Zuerst sei reine Biegung angenommen
und das Resultat dieses Ansatzes sowohl
mit Versuchswerten des Experimentes 2, als
duch mit Werten, wie sie die iibliche For-
mel liefert, verglichen,

Experiment Nr. 2.
Prismatischer Balken mit Querschnittiiber-
gang; Biegung durch Einzelquerkraft.

Modell und Belastung Die Abmessungen
des Modells sind in Figur 14 gegeben. Das
Teilsttick ABEF wurde zwischen zwei
Platten eingeklemmt und im Abstand 1
mit der Einzelkraft P belastet.

N M
/ Z )
£ Clu o
! i ‘
1 I P = 7 T B e
—¢ ,
\-.Lﬁ’?(]o
N

¢

Fig. 14, Modell zum Experiment 2.

Resultate. Es wurde eine Schwarz-Weiss-
Aufnahme gemacht, bei der Linien gleicher
Dunkelheit, resp. Helligkeit, Linien gleicher
Hauptschubspannungen sind.'”) Diese Li-
nien wurden zur weitern Bentitzung durch-
gepaust, Figur 15, und die zugehérigen
Werte Txy max nach dem vom Verfasser vor-

eschlagenen Verfahren (3) ermittelt.
Durch Division von Tyymee durch den aus
Gl. 12 berechneten Wert p’ o wurde der
Quotient r bestimmt und die in der Ta-
belle 2 gegebenen r-Werte gefunden,

Tabelle 2.

Werte r == Txy mae/p’mac Fiir die in der Fzgur
15 gegebenen Kurven konstfanter
Hauptschubspannung.

Kurve r

0,04
0,08
0,11
0,15
0,18
0,22
0,25
0,28
0,32 :

Neolle N No W& BNYOVE ST

15} Verwendung des passenden Filters vorausgesetzt, vergl, Fussnoten 33 und 34,
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Diskussion. In Figur 16 sind drei Kurven,
die das Verhilinis der Hauptschubspan-

Fig. 15. Linien Tuy mar, bzw. r = konstant;
Experiment 2.

nung Txy max zu der fiktiven Biegespannung
p max als Funktion von y bzw. y/d dar-
stellen, gegeben.'®)

Bei der Kurve 1 wurde oy mor auf Grund
der iiblichen Formel

pr

T.l'y max — 1;5 h
berechnet. Da experimentell {estgestellt
wurde, dass das Material in den Ecken
unter einem Winkel von etwa 20' nicht
messbar beansprucht war, wurden die
Ecken ACNN, und BDNN,, Figur 14, weg-
geschnitten gedacht.

Bei der Kurve 2 ist &y mexnach dem in
diesem Kapitel, Absatz D geschilderten
Ansatz berechnet worden, so dass sie also
f,-Werte darstellt.

Die Kurve 3 gibt die experimentell be-
stimmten Ty, nax -Werte wieder, Tabelle 2.
Aus Figur 16 ist ersichtlich, dass die
iibliche Formel 1,5 P*/h viel zu niedrige

205 0,/ a5 a2 i 7
i ] I L ZWV .
6 Oy Pmox
- I
pl | /;W‘y/ﬁ}

n
T
o~

S T S S S
[ T
~

Ry
T
| A

10

ynmem

e

Fig. 16. Verhidltnis der max.Schubspannung Tuy maax
zur max. Biegespannung fiir die Mittellinie x == o
in Fig. 14, wobei in

Kurve (D! 74y max berechnet aus Gl 1,5 P*/h,

Kurve @: 74y mac berechnet aus Gl 8a,

Kurve ®: 7iymer gemessen, Experiment 2.

Werte ergibt. Der neue Ansatz dagegen
gibt eine Spannungsverteilung, die sich an
die Experimentelle gut anschmiegt. Daraus
kann geschlossen werden, dass die be-
obachteten Schubspannungen bis zu einer
gewissen Tiefe in der Hauptsache von dem
ibertragenen Moment herriihren.'”)

Eine weilere Moglichkeit zur Ueberprii-
fung des gemachten Ansatzes bietet ein
von Favre (2) ausgefiihrter Biegeversuch.
In diesem war

, 6Pl  6x52x689 kg
p mayr — "CI”I'Q' = *9"9‘7 >< ]6’0 B = 0’ 842 mn12
Die Division der gemessenen g,

(Druck-), resp. 6, (Zug-) Werte durch
P’ max ergibt die in der Figur 9 darge-
stellten, experimentellen f,-Werte. Ausser
dem Wert fiir den Messpunkt nahe
der Trennfliche kann wiederum eine gute
Uebereinstimmung dieser Werte mit den
theoretischen f,-Werten konstatiert werden.

19 Da keine Uebergangskriimmung vorhanden ist, ist in diesem Fall d’ = d; p’,,,, bleibt trotzdem
fiktiv, da die wirkliche Verteilung wahrscheinlich einen andern Wert p,,, hat als die fiktive,

17) Fiir mittlere Schnitte, d. h. solche die sowohl vom Trennschnitt, als auch vom Angriffsort der
Kraft geniigend entfernt sind, diirfte die fibliche Formel richtige Werte geben, d. h, die Schub-
spannungskurve (@) wird fiir diese Schnitte in die Gerade 1, Fig. 16, iibergehen.

18



c. Schub. In den zwei eben diskutierten
Beispielen fiir die Biegung riithrte dieselbe
nicht von einem reinen Moment, sondern
von einer Einzelquerkraft her. Es wire
noch zu untersuchen, ob man sich die
Schubspannung s'== P*,d" in erster Nihe-
rung gleichférmig iiber die fiktive Trenn-
schnittbreite d’ verteilt denken kann, Fi-
gur 11—c, Ist dies der Fall, dann kann
der in diesem Kapitel unter Absatz E ge-
machte Ansatz zur Berechnung der Span-
nungen herangezogen werden; die so er-
mittelten Spannungen sind dann noch zu
den von dem Moment herriihrenden zu
superponieren.’®)

I1. Superposition von Spannungsfeldern.

Jede Kraft mit ihren zugehérigen Stiitz-
reaktionen bildet ein Kraftsystem und
erzeugt ein Spannungsfeld. Indem man
versucht, das Spannungsfeld {fiir jedes
einzelne Kraftsystem getrennt fiir sich zu
bestimmen, wird es durch nachtrédgliche
Superposition aller Kraftsysteme bzw.
aller Spannungsfelder oft méglich sein,
komplexe Probleme zu l8sen, die sonst
theoretisch unzugénglich sind.

A. Methode der Superposition.

Die elastischen Felder sind keine Vek-
tor-, sondern Tensorfelder, so dass die
Superposition auf eine diese Tatsache be-
riicksichtigende Art vorgenommen werden
muss, Man kann so vorgehen, dass man
sich die Elemente eines Feldes gedreht
denkt, und zwar jedes Element um die
Differenz der Hauptspannungsrichtungen

der beiden Felder in jedem Punkt. Nach

der Drehung addiert man die Kompo-
nenten algebraisch und bestimmt aus den
s6 erhaltenen Werten die neuen Haupt-
spannungen und Haupispannungsrichtun-
gen auf bekannte Weise.'?) Statt nur die
Elemente eines Feldes kann man sich
die Elemente beider Felder gedreht denken,
und zwar bis die Normalen mit irgend-
einer geeigneten Bezugsrichtung, z. B. den
Kceordinatenachsen, zusammenfallen, Diese
letztere Methode ist besonders dann ge-

eignet, wenn die Komponenten in bestimm-
ten Richtungen schon bekannt sind, wie z.
B. nach einer graphischen Integration mit
rechtwinkligen oder Polar-Koordinaten
(25). Es ist dies die Methode, die zur
Superposition der Spannungsfelder der
Experimente 15 und 16 zum Spannungs-
feld des Experimentes 17 beniitzt wurde.

B. Anwendung auf Fléchenpressungs-
probleme.

Infolge der Maoglichkeit, komplizierte
Probleme durch Superposition bekannter
Felder zu behandeln, konnen eine grosse
Anzahl von Flichenpressungsproblemen
in bezug auf die Halbebene als gelsst be-
trachtet werden, indem man Kombinationen
von p == konstant, p =— Biegung und p —
parabolisch, sowie s = konstant und s =
hyperbolisch?’) beriicksichtigt. So erh&lt
man beispielsweise die Dreiecks-Belastung,
indem man, p = konstant und p = Biegung
superponiert, Figur 17 a—c,

. M
" N
i }
g
1Y [M L
trrvvy + Al - 1LYy
T |
M 1% /\|7 /Jf
(@) () )
%

()

Gt ]

M; Mz Ms

Fig. 17. Beispiele fiir die Superposition von
Flachenpressungen.

Es ist zu beachten, dass irgendwelche
Druckbreiten genommen werden konnen,
und die Mittellinien nicht zusammen zu
fallen brauchen, Fig, 17d.

13) Man iiberzeugt sich leicht, dass fiir schlanke Stibe {genauer gesagt, fiir grosse Verhiltnisse des
Hebelarms der wirkenden Querkraft zur Balkenbreite) die Korrekturen fiir Schub vernachlissig-

bar klein werden.
1) Gleichung 25, Seite 39.

20) Es ist fiir s = hyperbolisch zwar hier nur die L&sung fiir die Mittellinie gegeben, doch diirfte die
Integralion fiir das ganze Spannungsfeld keine besondern Schwierigkeiten bieten.
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I11. Singularitéten.*")

Die Kenntnis, ob in einem Felde Sin-
gularititen vorhanden, wo sie gelegen und
‘wie sie geartet sind, ist wichtig:

a) tir die mathematische Behandlung des
Problems,

b) zur Bestimmung von sogen.
kraftlinien, vergl. Wyss (27),

c) fiir den Entwurf von Feldern aus freier
Hand.

Um sich diese Kenntnis, soweit dies im
vorliegenden Fall in einfacher Weise még-
lich war, zu verschaffen, wurde Experi-
ment 3 ausgefiihrt.

Grenz-

Experiment Nr. 3.
Prismatischer Balken mit Querschnitt-
iibergang.

Biegung durch Einzelquerkraft.

Modell und Belastung. Es wurde ein
Glasmodell beniitzt, welches eine Abrun-
dung von R — 4 mm, ferner d = 16,1 mm,
und im iibrigen die gleichen Abmessungen
hatte, wie das im Experiment 1 beschrie-
bene Modell. Dieses Modell wurde unten
frei auf ein Stiickchen Karton gestellt und
seitlich durch die Kraft H belastet; in den
Abstinden m und m, von der Schulter be-
fanden sich mit drehbaren Druckkldtzchen
versehene Stiitzpunkte, Bei Belastung
durch die Kraft H ergab diese Anordnung
die Reaktionen R, und R,, Figur 18. Durch
Variation der Dimensionen | und m konn-
ten beliebig viele Spannungszustinde er-

zeugt und die Lage der Singularitat fir.

jeden Zustand ermittelt werden.

Resultat.
Singularitit ist in Tabelle 3 durch die
Koordinaten x, y gegeben.

Folgerungen. Bei abnehmendem »l« (m
und m, = konstant) wandert die Singu-
laritdt in der Richtung zum Angriffspunkt

Die Lage der beobachteten -

der Reaktion R, und dann bei abnehmen-
dem »m« (I und m, = konstant) in etwa
gleicher Héhe mnach der andern Balken-

+X

*Y
7y

7! |
B R 4 R

Fig. 18. Anordnung fiir Biegung durch Einzelquer-
kraft H mit bestimmter Lage und Grésse der Re-
aktionen R; Experimente 3, 7 und 8.

seite, wie es in Figur 18 durch den punk-
tierten Linienzug angedeutet ist, Bei ge-
wissen Kralteanordnungen wurden zwei
Singularititen "beobachtet, bei andern da-
gegen war keine vorhanden, wie aus der
Tabelle 3 hervorgeht.

Es handelt sich bei diesen Singulariti-
ten um isolierte Kreispunkte oder wenig-
stens nidherungsweise um solche., Ueber
die Grosse der beiden Hauptspannungen
kann jedoch auf Grund dieser vereinfach-
ten Methode nichts ausgesagt werdeq.
Liegt die Singularitdt oberhalb des Trenn-
schnittes in der Néhe der Symmetrieachse
des Modells, so sind sie jedenfalls klein.

21) Beziiglich Singularititen im Balken mit Querschnittiibergang vergl. auch Rajnfeld (26),
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4, KAPITEL
ERMITTLUNG DER RANDSPANNUNGEN IM BALKEN
MIT QUERSCHNITTUBERGANG

I. Die Verteilung der Spannung am Rande.

Das Vorhandensein erhdhter Spannun-
gen am Rande von Abrundungen ist eine
seit langem erkannte, aber erst teilweise,
hauptsdchlich  experimentell erforschte
Tatsache. Der exakten Erfassung zeigte
sich dieses Problem bisher unzuginglich.

Eine formale Naherung fiir eine Rand-
spannungsgleichung erhdlt man, indem
man die bekannten Lamé’schen Gleichge-
wichtsbedingungen

Ja; 010y __

(]Sl 1()1

90, | OO _

a2s, 0

-
f

Fig. 19. Bezeichnungen fiir die Hauptspannungen 6
Kriimmungsradien ¢ im krummlinigen Koordina-
tensystem s. Zu beachten: Ort der Wende-
punkte W,

Fiir den Rand ist

0y =0
o= R
ds, =R dy

Der Zuwachs der Spannung o6, betrigt
demnach
06, _ 0y
as, 0y
und somit ist

——— (13 a)

dy
J o 2

do, _Rd¢

61 AOZ
Diese Differentialgleichung ldsst sich in-
tegrieren, und man erhilt

d /
R 48 + Konst

. |02

d¢
B Rf:oz

6y = Omax @

lgo, = —
bzw. -

Der Ort fiir das Spannungsmaximum sei
durch den Winkel ;=¢, festgelegt; da-

selbst ist der Zuwachs o, [ Jds; = 0, somit
0y = oo, Fiir dasKrimmungsmass /0, ldsst
sich folgende Taylor-Entwicklung ansetzen’

1 .
Co=alpg) F B T (0 — @)

e

Es ergibt sich daher

7
(p—mal+ L (= )+

Setzt man ~% = %, so erhidlt man bei

2
Vernachldssigung héherer Potenzen
— <f/’ - fﬁk>2
0y = Omaz €

Indem man noch beide Seiten durch ¢—
berechnet dividiert und Formziffern ein-
setzt, erhdlt man
—A (P — )

k = knma‘ e < > ’—

als die einfachste, mogliche N&herungs-
form, die fiir jede Art von Belastungsfall,
allerdings jeweils mit anderen Konstanten
Buae, 7. und A gelten muss. Die ge-
naue Ermittlung dieser Gréssen kann nur
eine die Einzelheiten beriicksichtigende
Theorie oder das Experiment geben.

— (14

2

Il. Experimentelle Bestimmung der
- Randspannungen.

Da die direkte experimentelle Lésung
des vorliegenden Problems in diesem Fall
am zweckmissigsten zum Ziele fiihrt, wur-
den an Abrundungen die in den folgenden
Abschnitten beschriebenen Versuche aus-
gefiihrt.
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A, KRUMMUNGSMASS KONSTANT,

a. Der auf Zug beanspruchte symme-
frische Balken. Diesbeziigliche Versuche
von T'imoshenko und Dietz (16) wurden an
Modellen??) mit konstantem d, konstantem
c = 6d, variablem R und D gemacht; c war
entweder gleich oder grésser als D. Es
kommen in der Praxis jedoch vielfach auch
Formen mit mehreren aufeinanderfolgen-
den Querschnittiibergingen mit ¢ « D
vor, Figur 20.

P
Sym. 1al/ CL

=== Unsym, /5l

[
D, unsym. o)
J

i
17
P

Fig.20. Im Expermient 4 untersuchter Balken mit
mehreren, in relativ kurzen Abstinden ¢ aufein-
anderfolgenden Querschnittiibergingen.

|
,,i,,,

l

|

|

i

Bei solchen Konstruktionselementen sind
die dussersten Teile der seitlichen Erwei-
terungen iiberhaupt nicht oder nur sehr
gering beansprucht. Gewisse Teile dersel-
ben kann man sich deshalb weggeschnitten
denken, Es bleibt dann ein Balken mit
einer gewissen Querschnittdimension von

solcher Grésse D, iibrig, dass die Form-
ziffer®™) der Abrundung durch eine solche
gedachte Entfernung von Material nicht
beeinflusst wird; sie ist der Tabelle
von T'imoshenko und Dietz fiir das redu-
zierte Verhidltnis D./d zu entnehmen.
Einen Anhaltspunkt fiir die Bestimmung
von D, gibt ein schon {rither vom Ver-
fasser (23) gemachter Ansatz, demzufolge
Dp=d+03¢c————— — (15)
Aus diesem erhilt man fiir den im Ex-
periment 4 untersuchten Balken den Wert
D, = 1,140 d. Fiir Dy/d — 1,140 und
R/d — 1/8 betriigt die aus der Tabelle
von Timoshenko und Diefz entnommene
Formziffer k — 1,8. Lisst man dagegen
den geschilderten Einfluss der Formgebung
ausser Acht, so erhdlt man aus der gleichen
Tabelle fiir die vollen Querdimensionen D
und D,, Figur 20, die Werte k — 2,14
bzw. 2,50,

Experiment Nr. 4.
Prismatischer Balken mit mehreren Quer-
schnittiibergéingen und symmetrischen
Verhdltnissen.

Modell. Das Modell ist in Figur 20 dar-
gestelit und entspricht den im obigen Zah-
lenbeispiel erwihnten Dimensionen.

Resultate. Es wurden Messungen in den
Abrundungen 1—4 gemacht und der Mit-
telwert kje==1,57 erhalten, d.h. ein noch
etwas niedriger Wert, als die Tabelle von
Timoshenko und Diefz bei Anwendung der
GL (15) ergibt.

In der Tabelle 4 sind die gemessenen
Randspannungen und diejenigen aus der
Formel (14) berechneten gegeben, wobei
ftir kmee und 7% die experimentell bestimm-
ten Werte eingesetzt wurden; /A wurde
empirisch ermittelt, und zwar so, dass fiir
¢ ==0 ein. dem gemessenen Wert identisch
gleicher Formelwert resultiert.?!)

b. Der auf Zug beanspruchte, unsymme-
trische Balken. Denkt man sich einen Bal-
ken, der nur auf einer Seite der Lings-
achse Fortsitze hat, so ergibt sich eine

#) Die Modelle waren symmetrisch in bezug auf zwei zueinander senkrechten Achsen und bestan-

den aus zwei schlanken und einem mittleren, breiten Teil.

Trennschnitte zu verstehen.

Unter ¢ ist der Abstand der beiden

23} Bei allen in diesem Kapitel gegebenen Formziffern ist als fester Bezugspunkt fiir die Spannung

Op—rest (s, Kapitel 1)

der Punkt S im Schnitt ¢ =0, Fig. 19, gewihlt worden.
zitierten Werten von Favre (2) ist zur Berechnung der Vergleichsspannung der

Nur bei den
Schnitt durch

den Punkt der gréssten Randspannung zu Grunde gelegt.
%) Zur Bestimmung von / kénnen auch andere Gesichtspunkte herangezogen werden, so dass z. B

die Summe der Abweichungen ein Minimum wird.
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Tabelle 4.
Formziffern tiir die Abrundungen in Fig. 20.
Experiment 4 Experiment 5
g klexp) e TNk (exp)
0 1,34 1,34 1,41
10 1,51 1,54 1,45
15 1,57 1,57 ——
20 1,48 1,54 1,26
30 1,23 1,34 1,21
40 0,88 1,01 0,88
50 0,64 - 0,67 0,63
60 0,13 0,38 0,00
00 0,19

Komplikation infolge der in Querschnitten
durch die Erweiterung vorhandenen Ex-
zentrizitdt der Kraft P. Die Biegespannun-
gen, die durch diese Exzentrizitit e ent-
stehen, bedingen einerseits eine Reduktion
der Spannungen in den Abrundungen und
eine Erh6hung derselben im geraden
Rande. Die Totalspannung ¢z im geraden
Rand in einem Punkt, der einem Fortsatz
gegeniiberliegt, betriglt nach elementarer

Berechnungsweise:
P T —

Fiihrt man den Verhiltniswert r = dgfs

ein, so erhilt man, da P* = dd,
d 6e
r= g (r+ D) e (16-2)

Wie beim symmetrischen Fall ist nun
auch hier beziiglich der Dimension D Vor-
sicht geboten; denn bei kleinen Verhilt-
nissen von c/D ist nicht D, sondern D, zur
Berechnung der Exzentrizitit zu verwen-
den, sowie in die Gleichung (16a) einzu-
setzen.*)

Denkt man sich die Fortsitze auf der
einen Seite von Figur 20 weggeschnitten

(strichpunktiertes Profil), dann ist Dy
statt 1,140 d im symmetrischen Fall jetzt
D, =1,070d
und somit
e=10,035d

%) Der mégliche Maximalwert der Exzentrizitit betrdgt e =

und man erhilt fiir diese Werte aus Gl
{16a)

r o=

d L 0,190dY
woria |1 Tae) = 110

Experiment Nr. 5.
Prismatischer Balken mitf mehreren Quer-
schnittiibergiingen und unsymmetrischen
Verhiltnissen.

Modell. Es wurde ein Modell von der
Form untersucht, wie sie in Figur 20 strich-
punktiert eingezeichnet ist.

Messungen. Es wurden die Spannungen
am mittleren Zahn und an der diesem
Zahn gegeniiberliegenden Kante in den in
Figur 20 mit Kreuzchen angedeuteten
Punkten P, Q, R gemessen.

Resultate. Fiir die gerade Kante wurden
die Verhéltniswerte ‘
rg = 1,08; ro=1,03: rp=1,00
und fiir die Abrundung die Formziifer k nax
=— 1,45 ermittelt.?") Die Spannung am ge-
raden Rand ist also um 8 ‘9, hoher, statt
10 %, wie vorausgerechnet, diejenige in der
Abrundung um denselben Betrag niedriger
als im symmetrischen Fall. ‘

c) Der auf Druck beanspruchte Balken.

Als Erginzung und Erweiterung der
oben geschilderten Untersuchungen wur-
den folgende Experimente ausgefiihrt.

Experiment Nr. 6.
Druckversuche am Balken.

Modelle, Belastung, Lagerung. Ausser
den bereits in den Experimenten 1 und 3
beschriebenen Modellen, Figur 12, wurde
noch ein drittes, gleich geformtes Glas-
modell mit R — 12,0 mm, d == 16,0 mm,
D — 96,0 mm, 1, — 59,7 mm und L =
131,3 mm untersucht. Durch seitliches Ab-
schleifen wurde die Breite D sukzessive
verkleinert.

Die Belastung erfolgte oben zentrisch;
unten waren die Modelle auf einem Kar-
tonstreifen gelagert und seitlich mittelst
D—d

d
" i — e
3 bei D, = D, bzw, bei ¢ = 03 "

siche Gl, 15; bei Einfithrung des Verhiltniswertes 0 = d/D erhilt man in diesem Fall

r=40—-30>
Daraus berechnet sich auf bekannte Weise die grésstmédgliche Spannungserhéhung am geraden
Rande zu r = 1,33 '
. maxr »
bel  yp=23

2) Die iibrigen fiir die Abrundungen ermittelten Formziffern sind in Tabelle 4-gegeben.
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elastischen Einlagen gefithrt, also nicht
eingespannt.

Resultate. Die in diesem Experiment er-
mittelten Werte sind in den Tabellen 5

und 6 gegeben., Da am Rand die Haupt-

folgen. Er ist in den Tabellen durch den
Winkel ¢ gegeben. Die Werte der Ta-
belle 5 sind die aus den Mittelwerten der
in beiden Abrundungen gemachten Messun-
gen berechnete Formziffern, Sie wurden in

Tabelle 6.

Maximalwerte der Formziffer (kma) und Ort der gréssten Spannungserhéhung (vr)
fiir Druck (Exp. 6) und Biegung (Exp. 7).

| * D/d
Versuch | R/d — — - —— . S ; ;

60 | 3 | 2h [ o2 | ot | th |t | 1

Druck | 4 | Fmar 1,72 1,67 172 1,67 - — 1,41 —

Yy 19,0 19,0 19,0 175 — — 12,0 —

y Brnax 1,47 1,43 1,47 1,44 1,37 — 1,31 —

B 15,0 15,0 15,0 13,75 13,0 — 11,0 -
o | I S R

8/ kmnx - 1,36 | — - } — - i - -

4 ®p, _ 8,5 o — — — . .

Biegung | 1 | & 1,33 1,36 1,40 1,41 — 140 141 —
‘ ;Z" 16,0 15,5 15,0 145 - 12,0 10,0 —

1 Bonax 1,21 1,28 1,23 1,24 1,24 — 1,25 1,19

; 2 15,5 15,0 14,5 14,0 13,0 - 10,0 7,0

| y, | P — 1,18 | — - — — 1,18
4 ’ A — 75 — — — — — 4,0 E

1) Es sind hier einfachheitshalber die runden Werte ¥, % und 6 gegeben.
/Qq- A'mc’/x.
A 172
402
' N d
7 /z{g /G

Fig. 21, Logarithmische Darstellung der Versuchswerte der Experimente 6 und 7;
Masstab: log 10 =§ X 25 cm,

spannungsrichtungen mit der Tangentialen
und Normalen zum Rand iibereinstimmen,
konnte der Ort der Messung durch Be-
stimmung der Hauptspannungsrichtung er-

24

Abhéngigkeit von ¢ aufgetragen und aus
dem wahrscheinlichsten Kurvenverlauf die
in Tabelle 6 gegebenen Extremwerte er-
mittelt,



Diskussion und Folgerungen, Bei Ver-
haltnissen D/d > 2,5 sind die Formziffern
fiir ein gegebenes Verhiltnis R/d konstant,
und zwar fir

dR =— 2,04 — —  Kpax =— 1,72
dR — 1,33~ —  — kpax— 1,47
AR = 4,02—  — — kpae = 1,36

Trigt man die Logarithmen dieser Zah-
len auf, Figur 21, dann liegen die 3 Mess-
punkte auf einer Geraden, und man erhilt
so die Formel

d \ 0214

ke = 1278 ()"~ — (17)

aus der man k.. fiir jedes Verhiltnis von
d/R bestimmen kann, sofern es nicht zu

weit ausserhalb des Versuchsbereiches
liegt.??)
Bei kleiner werdenden D/d-Werten

nimmt ku.,. und auch ¢, ab; fir den
Grenzfall D/d = 1,0 ist ko = 1,0 und

Pr = 0,

d. Der auf Biegung durch Einzelkraft
beanspruchte Balken. Auf Grund von nur
zwei Versuchswerten schliessen Timo-
shenko und Dietz (16), dass fiir Biegung
durch eine Querkraft dieselben Form-
ziffern gelten wie fiir Zug. Favre (2) er-
halt ebenfalls fiir Druck und Biegung einen
praktisch gleich grossen Wert (1,87 fiir
Biegung, 1,89 fiir Druck), was die Folge-
rung von I'imoshenko und Dietfz zu besta-
tigen scheint. Diese Untersuchungen geben
jedoch keine Auskunft {iber Grésse und
Lage der Reaktionen, da ndmlich bei dem
einen Versuch der untere Rand des breite-
ren Teiles und bei dem andern der ganze
untere Teil in einem Rahmen eingespannt
war.

Um eine diesbeziigliche Unkenntnis in
der folgenden Serie Biegungsversuche zu
eliminieren, wurde die im Experiment 3
beschriebene Versuchsanordnung beniitzt.

Experiment Nr. 7.
Biegung durch Einzelquerkraft,
Modelle und Belastung. Die Versuche

wurden an den drei in den Experimenten

1, 3 und 6 beschriebenen Glasmodellen
ausgelithrt, Figur 18.

Die Reaktionen waren in den Abstinden
m = 1,15 D und m;, == m - n angeordnet;
n wurde konstant == 20 mm gehalten.?$)

Resultate, Die in Tabelle 7 gegebenen
Werte sind, wie im Experiment 6, Mittel-
werte der in den beiden Abrundun-
gen gemachten Messungen, da regellos
elnmal die Zug-, das andere Mal die
Druckspannung um einen geringfiigigen
Betrag grésser war, Die Maximalwerte
sind in Tabelle 6 gegeben.

Diskussion. Wahlt man aus der Ver-
suchsreihe die Werte fiir
dR — 4.02 Kmax — 1,41
d/R _— 2.04 knmx == 1,26
dR — 1.33 kimax — 1,18

so liegen die Logarithmen dieser Zahlen
wieder auf einer Geraden, Figur 21, und
man erhilt in diesem Fall die Formel

0,163

huee = 1,125 (&) — — — (18)

e) Der auf Biegung durch Einzelquerkraft
mit verschieden grossem Hebelarm be-
anspruchte Balken.

In einer frithern Verdifentlichung (23)
wurde vom Verfasser bereits darauf hin-
gewiesen, dass auch die Linge | des He-
belarms, genauer gesagt das Verhdlinis
der Linge des Hebelarms zur Balken-
breite d, Einfluss auf die Formziffer haben
kann, ndmlich dann, wenn dieses Verhalt-
nis unter einem kritischen Wert liegt.
Experiment 8 wurde ausgeliihrt, da eine
Bestitigung dieses Hinweises in diesem
Zusammenhang als wiinschenswert ezr-
schien.

: Experiment Nr. 8.
Biegung durch Einzelquerkraft, | variabel.

1. Versuch. Es wurde das Glasmodell
mit R = 8 mm und D/d = 6 beniitzt,
die Belastung wie in Figur 18 angedeutet
mit den Abstinden m — 1,15 D und m, —

*) Fir d|R = 0,315 erhilt man auch Gl (17) k,,,— 1,0; es ist jedoch fraglich, ob eine so weit-
gehende Extrapolation der Versuchswerte noch genau ist.

28) Vorx'/.ersuche ergaben,- dass die Formziffer k von der Art der Unterstiitzung nur unwesentlich
ab}'langt, solange wenigstens sowohl die Einzelquerkraft, als auch die Unterstiitzungen geniigend
weit vom Querschnittiibergang entfernt sind, (d. h. 'd > 1,6; m und m, > D}, vergl, auch Ex-

periment 8 und Tabellen 8—10,
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Tabelle 10.
Maximalwerte der Formziffern (Rme) und Ort der grossten Spannungserhéhung (¢x)
bei Biegung durch Querkraft bei verschieden grossem Hebelarm.

Versuch Seite d 2,76
""" s 121
1 ~ Druck T 155
Tabelle e - A -
8 mau 1,21
Zug 0 15,5
7 7 1’7 2,16
d i
. Fpae 1,22
2 Druck ,'/,ZL 8.0
Tabelle - . 24
9 Zug max s

D 8,0

1,15 D + 20 mm gewdhlt und ausser der
in Exp. 7 bereits untersuchten Lage der
Querkraft H bei sonst gleichbleibender
Versuchsanordnung noch vier weitere
Lagen derselben wuntersucht. Tabelle 8
enthilt die ermittelten Formziffern. In
Tabelle 10 sind die Maximalwerte zusam-
mengestellt.

2. Versuch. Ein zweiter Versuch wurde
mit dem Glasmodell mit R — 12 mm und
D/d = 3 ausgefiihrt. Die Belastung er-
folgte durch die in fiinf Lagen gewihlte
Querkraft H. Die Reaktionen dagegen wa-
ren dieses Mal in den Abstinden m = D
und m, == 2 D von der Schulter angeord-
net, Figur 18, Diese Anordnung erlaubte
hohere Belastungen; die ermittelten Werte
sind in der Tabelle 9 und die Maximal-
werte in Tabelle 10 gegeben.

Diskussion. Beide Versuche bestitigen,
dass bei abnehmenden 1/d-Werten, so-
bald ein gewisser Grenzwert unterschrit-
ten wird, die Formziffern zunehmen. Die-
ser Grenzwert fiir 1/d betrigt auf Grund
dieser Versuche ca. 2,0. Ferner zeigen
beide Versuche die Zunahme des Winkels
Pr.,

Beim ersten Versuch wurden auf der
Druckseite etwas hohere Spannungen be-
obachtet, beim 2, Versuch auf der Zugseite.
Bis zum Grenzwert 1/d =— 2 sind die Un-
terschiede gering. Bei Werten 1/d <« 2
scheint die Anordnung der Stiitzreaktio-

2,2 1,6 1,0 ‘ 0,4
123 1,32 136 = —
18,0 21,4 23,0 .

1,20 1,26 1,27 2,00
16,0 17,0 17,5 45,0

2,13 1,52 0,90 0,28

1,21 1,24 1,35 2,26

9,0 11,5 16,0 29,0

125 1,28 1,40 2,50

8,0 11,5 18,0

nen einen etwas ausgepridgteren Einfluss
auf die Grosse der Randspannungen zu
haben.

f) Der auf Biegung durch Krdftepaar

beanspruchte Balken.

Ein weiteres Problem von praktischem
Interesse, das hier nur kurz gestreift
werden kann, ist die Biegung von Bal-
ken mit Querschnittiibergang durch reines
Moment, Das Problem besteht darin, nach-
zuweisen, dass diese Ziffern praktisch

- gleich denjenigen fiir Biegung durch eine

Querkraft sind, bzw. was {iir eine Beziehung
zwischen diesen Ziffern besteht.??) Wahlt
man fiir einen diesbeziiglichen Versuch ex-
zentrischen Druck, dann kénnen von den
gemessenen Totalspannungen am Rande
die auf Druck zuriickzufiihrenden Betrdge
k 6p abgezogen und die Restbetrige, die
von der Biegung herrithren, durch die
Biegespannung 63 = ¢P|w dividiert werden.
Man erhalt auf diese Art Formziffern &. »
tiir reine Biegung.

Experiment Nr. 9.
Biegung durch exzentrische Druck-
beanspruchung.

1. Versuch. Dieser Versuch wurde mit
dem bereits beschriebenen Glasmodell R —
8 mm und D/d ™2 6 ausgetiihrt. Die optisch
auf Grund von Messungen in 7 Punkten
einer Horizontalreihe in der Mitte des

) Eine kleine Abweichung ist an und fiir sich schon durch die willkiirliche Definition der Form-
ziffer, bzw. durch die willkiirliche Wahl des Festpunktes bedingt.
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obern Teiles ermittelte Exzentritit betrug
e — 1,7 mm,

2. Versuch. Der zweite Versuch wurde
mit dem Modell R == 12 mm und D/d =3
gemacht. Die optisch auf Grund von in je
9 Punkten oberhalb der Abrundungen aus-
gefiihrten Messungen ermittelte Exzentri-
zitdt war in diesem Fall e = 5,65 mm. Die
Resultate beider Versuche sind in Ta-
belle 11 zusammengestellt.

Diskussion. Beim ersten Versuch sind
die Formziffern ungefihr gleich gross wie
diejenigen fiir Biegung durch Lateralkraft,
beim zweiten Versuch sind sie etwas nie-
driger. Es sei noch erwihnt, dass Favre (2)
ebenfalls Werte von ungefihr derselben
Grosse gibt, namlich fiir e = d/6, kmar =
1,9139), fir e = d/3, Bme =— 1,81%9), fiir
Biegung durch Querkraft, 2,4 — 1,87,

Tabelle 11.

Formziffern k,p fiir Biégung durch
exzentrische Druckbeanspruchung.

 Rd U, | o,
D 6\ 3
o k a 14 k
B - L N
2 | 1,01
Lo 1,12
42 | 1,12 L 50 112
78 | 1,17 95 1,09
122 | 1,20 L 140 0 1,03
170 | 1,17 180 - 0,97
230 | 109 1 | 225 087
ik kmar | 122 1 1,20 | 25 | 1,13

»a« ist der Abstand vom Schnitvtv ¢ =20, Fig. 18,

B, KROUMMUNGSMASS VARIABEL;
GUNSTIGSTES PROFIL,

Die Abrundung mit konstantem Radius
bedingt in vielen Fillen die geringsten
Herstellungskosten und ist von diesem
Gesichtspunkt betrachtet die giinstigste.
Kommt es dagegen auf eine niedrige Form-
ziffer an (kleiner als 1,0 hat keinen prak-
tischen Wert), dann ist die Abrundung mit
konstantem Radius deshalb nicht praktisch,
weil R relativ sehr gross®!) wird.

Die beste Ausfithrung in bezug auf die
Spannungsverteilung ist diejenige, bei der
der Spannungszuwachs 26,/2 s, fiir denRand

gleich Null ist. Die notwendige und hin-
reichende Bedingung hiefiir lautet ¢, =
w, d, h, in einem solchen Rand miissen
lauter Wendepunkte der o, -Trajektorien
liegen.??)

Da man es beim elastischen Problemn
mit einer Differentialgleichung vierter Ord-
nung zu tun hat, sind auch Differential-
quotienten hodherer Ordnung ausschlag-
gebend. Diese Ueberlegung weist darauf
hin, dass der iiblicherweise aus Gerade und
Abrundung bestehende Rand in bezug auf
den zweiten Differentialquotienten mog-
lichst kleine Unstetigkeiten aufweisen
solite, d. h. der Uebergang muss mit einem

Fig. 22. Modellprofile; Experimente 10 bis 12.
Profil »o«: Profil zu Beginn des Exp. 10
»1«: Exakter hydr, Fall
»2« und »3«: Modifikation des exalkten Falles
»B«: Profil konstanter Randspannung
fiir reine Biegung.

%) Nach der eingangs dieses Absatzes f} beschriebenen Methode berechnet.

") R ¢» 3d, siche Fussnote 27, Seite 25.
32) Siehe Gl. 13a, Seite 21.
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theoretisch sehr grossen, praktisch ein viel-
faches von d betragenden Kriimmungsradius
beginnen. Beim Einmiinden der Abrundung
in den orthogonalen Rand sind ander-
seits die dort beobachteten Spannungen
gewlhnlich sehr klein, so dass der Kriim-
mungsradius an dieser Stelle ebenfalls nur
sehr klein zu sein braucht. Zwischen die-
sen beiden Grenzwerten von R muss ein
stetiger Uebergang vorhanden sein. Ein
Profil dieser Art zeigt eine aus einem Ge-
fdss mit rechteckigem Schlitz ausstrd-
mende, reibungsfreie Fliissigkeit, bei wel-
cher der Rand nach Lamb und Rayleigh
(28) durch die Gleichung
45 G}

— oipn2 —
= x sin 2

l (19)
:%b—{ log tg (%7 +é6’>— sin 9}

gegeben ist, Figur 22, Es handelt sich hier-
bei um eine Potentialstrémung, und zwar
um eine solche, bei der am Rand keine
Geschwindigkeitserhéhung  auftritt.  Ob
diese Analogie dem im elastischen Problem
gesuchten giinstigsten Profil mit 24,/9s, = 0
entspricht, kann nicht ohne weiteres aus-
gesagt werden, Doch ist zu vermuten, dass
der Spannungszuwachs fiir ein solches
Profil, wenn nicht genau gleich Null, so
doch klein wird.

Zur Ermittlung dieses technisch beson-
ders wichtigen Profiles konstanter Rand-
spannung wurden folgende Versuche aus-

gefiihrt.

Experiment Nr. 10.
Empirische Ermittlung des giinstigsten
Profiles bei axialem Zug.

Es wurde ein Modell aus Celluloid mit
d = 15,70 mm und D == 4 d hergestellt,
welches im Querschnittiibergang stark
tiberdimensioniert war, Profil »0«, Fig. 22.

Durch sukzessive Bearbeitung bei gleich-
zeitiger Beobachtung des Interferenzbildes
konnte schliesslich dasjenige Prolil er-
mittelt werden, welches praktisch kon-
stante Randspannung aufwies, wobei die
Belastung "so gewidhlt wurde, dass am
Rande die sogen. empfindliche Farbe auf-
trat?3) In der Schwarz-Weiss-Aufnahme
des so erarbeiteten Modelles, Figur 23a,

Fig. 23a, Im Experiment 10 beobachtete Linien

gleicher Helligkeit. Anmerkung: Linien gleicher

Helligkeit, bzw, Dunkelheit, sind Linien konstanter

Hauptschubspannung, d. h, fiir den unbelasteten
Rand, konstanter Randspannung.

zeigt sich das ‘Konstantbleiben der Span-
nung dadurch, dass der Rand eine gleich-
bleibende Helligkeit aufweist.?*) Der Ver-
gleich des so rein experimentell ermittel-
ten Profiles mit demjenigen des freien
Ausflusstrahles, wie es zuerst von Helm-
holtz und Kirchhoff ermittelt wurde, Gl
{19), und welches in Figur 22 als Profil
»1« bezeichnet ist, zeigte eine sehr gute
Uebereinstimmung. Zur weiteren Bestiti-
gung dieses Resultates wurde noch das fol-
gende Experiment ausgefiihrt.

33) Niheres hieriiber siehe Veréffentlichungen des Verfassers (4), (15). Es sei nur kurz bemerkt, dass
schon bei geringer Aenderung im Gangunterschied die Farbe von »rot-braun« in »blau-griin«
umschligt, Die Methode an sich ist genau, wenn die Achse des Vergleichsstreifens in die jeweilige
Hauptspannungsrichtung gebracht wird, Arbeitet man, wie hier, ohne Vergleichstreifen, dann

ist es »Richtungsfehler«

einen geringden

(vergl.

diesbeziigliche Untersuchung des Verfas-

sers (14)) auszuschalten, ratsam, zum Schluss des Versuches das Polariskop mit dem passenden

Filter zu versehen, wie es

bei diesen Versuchen und den Aufnahmen, Figuren (23} und (25)

geschehen ist. In Anbetracht, dass die Modelle von Hand bearbeitet wurden, z. T,. wéhrend
des Versuches, ist die Messgenauigkeit etwas niedriger als sonst; sie wird immerhin in diesem

Fall auf + 7% geschitzat.

34) Die Schwarz-Weiss-Aufnahme ist an sich ebenfalls genaﬁ, sofern man sehr stark brechendes Ma-
terial, wie z. B. Bakelit und monochromatisches, den Viertelwellenplatten entsprechendes Licht

verwendet, Bei Celluloid ist die Zahl der Bander

dadurch begrenzt, dass man die elastische

Grenze in keinem Punkt, wenigstens nicht wesentlich, {iberschreiten darf, sieche Vertifentli-

chung (3).
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Experiment Nr. 11.
Zugversuche am hydraulischen Profil.

Es wurde ein zweites Modell mit d =
15,70 und D == 4 d hergestellt, bei wel-
chem jedoch der Rand von Anfang an nach
Gl (19) profiliert wurde. Es ergibt sich
beid = 2b — 15,70 mm, C = 2 2/b zu
5mm.?%) Ausser diesem Profil wurden noch
zwei weitere, in Figur 22, mit »2« und »3«
bezeichnete Profile untersucht. Wéihrend
nimlich beim hydraulischen Problem der
Kontraktionskoetfizient ¢, d. h. das Ver-
héltnis des Abstandes 2b der Asymptoten

zur Spaltbreite 2 b { % -+ 1) eine gegebene

Grosse, namlich 0,611, darstellt, wire es
denkbar, dass die Lésung des elastischen
Problemes eine Modifikation hiervon ist.
Bei der als Profil »2« bezeichneten Aus-
fithrung wurden deshalb die x-, y-Werte
versuchsweise zweimal grosser als durch
die Gl. (19} gegebenen genommen, beim
Profil »3« dreimal, widhrend 2b = 15,70
bei allen drei Profilen konstant gehalten
wurde. Die Isochromaten der drei Profile

Fig.23b. Im Experiment’ 11 beobachtete Linien
gleicher Helligkeit. Anmerkung wie fiir Fig. 23a.

wurden beobachtet, und dabei wurde fest-
gestellt, dass beim Uebergang zum breitern
Teil in den Profilen 2 und 3 die Spannun-
gen stark abfallen, Profil 1 dagegen, wel-
ches naturgemiss grossere Genauigkeit in
der Bearbeitung aufwies als das im Verlauf
des Experimentes 10 bearbeitete Modell,
zeigte deutlich das genaue Konstantbleiben
der Spannung, Fig. 23b.

Statt die Isochromaten zu betrachten
(die fiir den freien Rand praktisch genii-

gend denau Linien konstanter Hauptspan-
nung sind®®) kann man auch aus dem Iso-
klinenbild auf die Aenderung der Rand-
spannung schliessn., Nach Filon®”) kann
man némlich das in den Gleichungen (13)
vorkommende Kriimmungsmass durch den
Winkel v ersetzen, wobei y die Neigung
der Tangente an die Isokline in bezug auf
die Tangente an die Trajektorie ist. Nach
Filon ist {Fig. 19)

as;

= —cofgvdwd
02 g )

— — (20)

so dass
26,
do
Damit der Zuwachs 26,/a¢ gleich Null ist,
muss vy = a/2 sein, d. h. die Isoklinen
miissen senkrecht in den Rand einmiinden.

T

= (6,—0,) cotg v — (20-a)

Fig. 24. Isoklinen; Experiment 11,

#) 2b = Abstand der Asymptoten; C= x fiir § = o,

3} Siehe Fussnoten 33 und 34.

3) Siehe (6), ferner eine diesbeziigl, Arbeit des Verfassers (25).
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Dies ist identisch mit der bereits bespro-
chenen Forderung, dass im gesuchten Rand
lauter Wendepunkte der senkrecht ein-
miindenden ¢,-Trajektorien liegen.

Es sei hier kurz nachgeholt, dass bei
der Abrundung mit konstantem Krim-
mungsradius auch Wendepunkte der o,-
Trajektorien vorkommen, wovon aber nur
einer, namlich derjenige fiir das Span-
nungsmaximum im Rand selbst liegt. In
diesem Punkt dndert sich das Vorzeichen
fiir das Krimmungsmass,

Um nun die eben besprochene Forderung
ebenfalls zur Beweisfiihrung heranzuziehen,
wurden fiinf Isoklinen photographisch aui-
genommen und durchgepaust, Figur 24.
Der Verlauf der Linien bestiitigt die ge-
machten Ausfithrungen.

Von theoretischem und praktischem In-
teresse ist die Spannungsverteilung im
Miindungspunkt, Wie die Figuren 23a und
23b zeigen, werden die Isochromatenbénder
in Richtung dieses Punktes ‘deutlich schma-
ler und miinden schliesslich spitz in den-
selben ein. Es findet deshalb in diesem
und in benachbarten Punkten auf dem Rand
senkrecht zur Achse ein rapider Abfall
vom konstanten Wert auf den Wert Null
statt.

Folgerung aus den Experimenten 10 und 11.

Das Profil konstanter Randspannung fiir
Zug stimmt innerhalb der Messgenauigkeit
mit dem hydraulischen {iberein. Praktisch
darf man auf Grund dieser Versuche die
villige Uebereinstimmung annehmen. Der
strenge Beweis bleibt allerdings theoreti-
schen Untersuchungen vorbehalten.

Es bestitigt sich die eingangs dieses
Absatzes ausgesprochene Vermutung, dass
die giinstigste Abrundung ein zuneh-
mendes Kriimmungsmass aufweist, da fiir
das hydraulische Profil

2b
o=2Ligg.———— (

Man kann sich das Konstantbleiben der
Spannung bei diesem Profil so erkliren,
dass der Randeffekt fiir alle Schnitte durch
die Querschnittzunahme derselben gerade
kompensiert wird.

Experiment Nr. 12.
Empirische Ermittlung des giinstigsten
Profils bei reiner Biegung.

Bei diesem Versuch wurden die Haupt-
abmessungen d — 15,70 und D = 4d bei-
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bebalten. Das Modell wurde in zwei in
grossen Abstinden vom Trennschnitt be-
findlichen Punkten bifilar aufgehdngt. Im
Abstand von 3 cm nach aussen wurden
gleich grosse Gewichte angehingt, und so
ein reines Moment erzeugt. Die Profile »2«
und »3« zeigten eine sehr starke Span-
rungsabnahme nach dem breiten Balken-
ende zu., Sogar bei Profil »1« wurde noch
eine betrdchtliche Spannungsabnahme be-
obachtet, so dass also die hydraulische
Randwert-Aehnlichkeit fiir Biegung nicht
zulrifft. Es wurde deshalb wie im Experi-
ment 10 das Modell weiter bearbeitet,
bis der Rand in der mit Filter hergestell-
ten Schwarz-Weiss-Aufnahme, Figur 25,

Fig. 25. Im Experiment 12 beobachtete Linien
gleicher Helligkeit, Anmerkung wie tiir Fig 23a,

schliesslich die gleiche Helligkeit aufwies.
Dies fiihrte zu dem in Figur 22 strichpunk-
tierten, mit »B« bezeichneten Profil. Die
beiden Profile konstanter Randspannung
fiir Zug und fir Biegung sind in Figur 26a
in grosserem Masstab nebeneinander ge-
zeichnet und in Figur 26b das Verhiltnis r
threr &£-Werte als Funktion von v 2b
aufgetragen. Daraus geht hervor, dass die
keiden Profile einander nicht dhnlich sind,
und daher der analytische Ausdruck fiir

" den Biegungsfall erst noch gefunden wer-

den muss.

Um das Profil konstanter Randspannung
fiir reine Biegung zu erhalten, sind somit
die aus der Gl (19) berechneten Kurven-
werte x noch von 2b/7 zu subtrahieren, die
so zut ermittelnden gz-Werte mit r zu multi-
plizieren, um so die t3-Werte zu erhalten,
siehe Figur 26.
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Fig. 26. Links: Profile konstanter Randspannung fiir Zug und reine Biegung.

Rechts: Reduktionskurve r.

Beim Biegungsfall mit konstanter Rand-
spannung wird der Randeffekt ebenfalls
durch die Querschnittzunahme kompen-
siert, Da nun in diesem Belastungsfall die
Randspannung quadratisch statt linear
von der jeweiligen Querdimension abhingt,
ist es zu verstehen, dass sich bei Biegung
die Grenzkurve enger an die Asymptoten
anschmiegt als bei Zug.

C. Vergleichende Untersuchung der Rand-
spannungen in Balken mit Querschnittiiber-
gingen und Befestigungen.

Bisher wurden Falle untersucht, bei
denen die Reaktionen an der untern oder
den seitlichen Kanten des breitern Teiles
angreifen. Wirken dagegen die Reaktionen
auf die obern Kanten dieses Teiles, die
auch geneigt sein kdnnen, so hat man es
mit dem technisch sehr wichtigen Fall der
Befestigung zu tun. Die Spannungsfelder
von zwei typischen Profilen sind deshalb
im 3. Abschnitt getrennt fiir sich behan-
delt. Vorldufig ist hier lediglich ein Ex-

periment beschrieben, welches einen Ver-
gleich der bisher untersuchten Belastungs-
art, Figur 27a, mit derjenigen der Befesti-
gung, Figur 27b, in bezug auf die Rand-
spannungen erméglicht und Auskunft iiber
den Einfluss der Dimension h, Figur 27b,
auf die Formziffer gibt.

?

(a)

Fig. 27. Vergleichende Darstellung: a) Bisher be-
trachteter Balken mit Querschnittiibergang (b} Be-
festigung,
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Fig. 28. Formziffern fiir die in Fig. 27 dargestell-
ten Belastungsarten.
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Experiment Nr. 13.
Verglezchender Versuch der Belastungs-
fille Fig. 27.

Modell und Belastung. Es wurde ein
Modell von der in Figur 27 gezeigten Form
mit d = 25,4 mm, D/d —= 7/4, R/d — 1/16
und hjd == 5 untersucht. Durch sukzessive
Schnitte senkrecht zur Symmetrieachse
wurde die Dimension h von 5 d auf 0,25 d
reduziert und nach jedem Schnitt die ma-

ximale Randspannung gemessen.

Resultat. Die fiir beide Belastungsarten
gemessenen Spannungen wurden durch
6 = P*;d dividiert, was die in Figur 28
aufgetragenen Formziffern &, {iir die Be-
lastungsart Fig. 27b, und k fiir die Be-
lastungsart Fig. 27a ergab.

Diskussion. Fiir die betrachteten Dimen-
sionen erhilt man fiir h > 1, 5 d die Form-
ziffer By =— 1,5 k und fiir h < 1,5 d folgt
ke k.

Bei ganz kleinen h/d-Werten muss mit
enormen Formziffern k, gerechnet wer-
den. Dagegen reduziert eine bei Schrauben-
kopfen in Frage kommende Vergrésserung
von h = 1,0 d auf 1,5 d die Formziffer nur
noch um ca. 8%. Die weitere Vergrosserung
von h iiber den Grenzwert h = 1,5 d hin-
aus hat keinen Einfluss auf die Maximal-
spannung in der Abrundung.



"~ 3. ABSCHNITT

POLBEFESTIGUNGEN

Bei der bisher allgemein {iblichen Be-
rechnung der Spannungen in Polbefestigun-
gen von Generatoren werden Teile det-
selben, wie z. B. ABCD in Figur 29, und
EFG, GHI in Figur 51, als eingespannte
Balken betrachtet. Es bleibt dabei unbe-
riicksichtigt, dass die hierbei zur Anwen-
dung gelangenden Hooke-Bernouilli'schen
Formeln nur fiir schlanke Balken, bezie-
hungsweise fiir Teile derselben, die einen
gewissen Abstand von den angreifenden
Kraften haben, giiltig sind. Es handelt
sich somit um Berechnungen, wie sie viel-
fach bei Festigkeitsrechnungen gemacht
werden, die sich also auf Annahmen stiit-

Fig. 29. Dimensionen der untersuchten Polbefestigung I.

zen, die bei einer grossen Anzahl von Bau-
elementen, wie z. B. gerade bei Polbefesti-
gungen, keineswegs zutreffen. Eine Me-
thode, die Spannungsberechnungen auf eine
verbesserte Basis zu stellen, besteht darin,
eine grosse Anzahl Formen spannungs-
optisch auszumessen, den Ort kritischer
Spannungsgebiete festzulegen und verbes-
serte Formeln fiir die Berechnung der
Spannungen in diesen Gebieten aufzustel-
len. Um auf diesem Wege einen Anfang
zit machen, sind hier die Spannungsfelder
zweier typischen Polbefestigungen I und II,
Figuren 29 und 30, sowohl fiir Montage-

wie auch fiir Betriebs-

krafte untersucht worden.

Bei der Polbefestigung 1
(T-Form) entsteht die Mon-
tagekraft M durch Eintrei-
ben der Keile K, bis K.
Infolge des relativ grossen
Abstandes der Kante BB’
vom Sitz SS' des Poles be-
steht in der eigentlichen
Befestigung BCB'C’' kein
oder kein wesentlicher Un-
terschied zwischen den
Spannungen, die von der
Montagekraft, und denjeni-
gen, die von der Zentrifu-
galkraft C herr{ihren. Es
war deshalbbei dieser Form
nur ein einziges Experi-
ment, 14, notwendig.
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Die Polbefestigung 11 stellt den bekann-
ten Schwalbenschwanz dar. Durch Eintrei-

, 4 =455
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Fig. 30. Dimensionen der untersuchten Pol-

befestigung II.

ben der Keile K; und K, (Fig. 37 und 51)
wird der Pol auf den Sitz gepresst. Das
so erzeugte Spannungsfeld ist von dem-

jenigen, das von der Zentrifugalkraft her-
rithrt, verschieden, so dass zwei getrennte
Experimente, 15 und 16, notwendig wa-
ren, Die so ermittelien Spannungsfelder
kénnen nun fiir irgendein Verhiltnis von
Montagekraft M zu Zentrifugalkraft C
superponiert werden, Experiment 17
Wiirde dagegen das Experiment so aus-
gefithrt, dass die Kridfte M und C gleich-
zeitig wirken (was an und fiir sich ein-
wandireier ist), so wire [iir jedes Ver-
héltnis von M/C ein getrennter Versuch
zu machen, Es wurde schliesslich die zu-
erst erwihnte Methode vorgezogen, da zu
ihrer Anwendung keine neue Belastungs-
apparatur benétigt wurde.

Die in diesem Kapitel gegebenen Span-
nungsgrossen  d;, d, und Tme sind
kg/mm?® fiir die in den Figuren 29 und 30
gegebenen Dimensionen bei einer Dicke
von 10 mm und einer Belastung von
25 400 kg.53)

5. KAPITEL
UNTERSUCHUNGEN AN POLBEFSTIGUNGEN

1. Versuche.

] Experiment Nr. 14.
Polbefestigung I (T-Form) bei Montage-
bzw. Zentrifugalbelastung.

Modell. Die Dimensionen des unteren
Teiles dieser Befestigung sind in Figur 29
gegeben,

Belastung. Der mittlere Teil wurde, wie
in Figur 29 angedeutet ist, auf Zug bean-
sprucht, Im Druckiibertragungsgebiet wur-
den Zwischenlagen aus Gummi angeordnet,
um nach Mgglichkeit eine gleichmissige
Druckverteilung zu erzielen, siehe Fig. 33.

Spannungsmessungen. Es wurde ein Netz
von 3,175 mm ('/s”) Maschenabstand auf
das Celluloidmodell aufgetragen, siehe Fi-
gur 33. Die 2 Tug-Werte wurden in der
unmittelbaren Nédhe eines jeden Schnitt-
punktes gemessen.

Resultate. Die Resultate sind graphisch
in den Figuren 31, 32, 34—36 dargestellt.

Fig. 33. Experiment 14; Anmerkung wie Hiir
Fig. 23a,

(a) Haupispannungsrichiungen, Figur 31
stellt das Isoklinenfeld dar. Die Vertikale
ist die Bezugsaxe, von welcher der Winkel

%) Die Zahlen gelten unverdndert fiir englische Einheiten und sind Ibs/sq. inch bei einer Dicke
von 1 inch und einer Belastung von 100 lbs. (Es ist zu beachten, dass dieser hohe Wert der Last
(25,400 kg) natiirlich nicht die im Versuch vorhandene Belastung darstellt, sondern willkiirlich
-so gewihlt wurde, um gerade Einheiten der Belastung und Dicke zu erhalten. Beim Versuch
waren Belastung und Spannungen wie erforderlich iiberall im Modell so, dass letztere den
Dehnungen praktisch proportional waren, vergl, Fussnote 34))
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¢ im Uhrzeigersinn abzutragen ist. In
Figur 32 sind die Trajektorien aufgezeich-
net. Bei vollkommener Symmetrie ist die
Symmetrieachse ebenfalls eine Trajektorie.
Die Hauptspannungen in dieser Richtung
sind willkiirlich mit ¢, bezeichnet. Tra-
jektorien, die die Symmetrieachse senkrecht
durchsetzen, sind dann o;-Trajektorien;
jede, die a-Trajektorie senkrecht durch-
setzende Trajektorie ist dann eine ¢-
Trajektorie, so dass also auf diese Weise
das ganze Spannungsfeld eindeutig be-
stimmt ist. Wie aus Figur 32 ersichtlich,
sind die o/-Trajektorien im wesentlichen
horizontal, die 6:-Trajektorien im wesent-
lichen vertikal. Diese Definition der
Hauptspannungsrichtungen gilt auch fiir
die Experimente 15—17.

(b) Hauptschubspannung. Figur 33 stellt
eine Photographie der Isochromuten der
belasteten Polbefestigung zwischen de-
kreuzten Polarisationsprismen und Viertel-
wellenplatten dar. Beim Schnittpunkt 9-a
ist Tpur ein Minimum, und zwar in bezug
auf die Interferenzfolge angenshert gleich
Null. Die Einordnung der ({ibrigen Iso-
chromaten kann somit durch Abzédhlen
von diesem Punkt aus geschehen. Genaue
Angaben iiber die Grosse von 2 Tmae fin-
den sich in Figur 34, in der Linien 2 Ty
== konstant gegeben sind.

(¢) Hauptspannungen 6 und o2 In den
Figuren 35 und 36 sind Linien ¢; = kon-
stant und 62 — konstant aufgetragen?®?).

bei der Belastung nur in

Experiment Nr. 15.
Polbefestigung 11 mit Zentrifugalbelastung.

Modell. Die Dimensionen des Modells
sind in Figur 30 gegeben. Der Ausschnitt
ABCD, Figur 37, stellt einen Ausschnitt

K ?
YY)
L STUS S
BERVAR ) N S
FT0

Fig. 37. Skizze eines linear abgewickelten
Scheibenrades eines Turbogenerators.

aus dem abgewickelt gedachten Scheibenrad
dar. Die Keile K, und K, wurden einfach-
heitshalber mit dem Ausschnitt ABCD zu-
sammen aus einem Stiick gemacht. Die
Breite Z des Ausschnittes wurde gleich
X 4 Y gewéhlt, Figur 37. Es ist zu be-
achten, dass die Geraden AB wund CD
Symmetrielinien sind und sich demzufolge
ihrer eigenen
Richtung deformieren. Um dieses nach
Moglichkeit nachzuahmen, wurde der aus
Celluloid hergestellte Ausschnitt ABCD
durch einen Stahirahmen seitlich ohne
Spiel gefiihrt, Figur 38.

Belastung. Um die Zugrichtung mit der

Fig. 38. Belastungsvorrichtung zum Experiment 15.

®) Der Kurvenverlauf ist jeweils etwas ausgeglichen worden, wodurch sich kleine Abweichungen
des direkt gegebenen Differenzenwertes, Fig. 34, von dem indirekt gegebenen, Figuren 35 und 36,
nicht vermeiden lassen. Dies gilt auch fiir die Figuren 47—49.
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Mittellinie des Poles in Uebereinstimmung
zu bringen, wurden vier Rollen zur seit-
lichen Fithrung des den Pol darstellenden
Teiles angebracht, Figur 38, die jedoch,
wie spannungsoptisch nachgewiesen wurde,
keine nennenswerten Driicke auf das Stiick
auslibten,

Resultate, Die im Experiment 14 ge-
machten Angaben in bezug auf die Be-
nennung der Trajektorien gelten auch fiir
dieses Experiment.

{a) Hauptspannungsrichtungen. Figur 39
stellt das Isoklinenfeld, Figur 40 das Tra-
jektorienfeld dar,

(b) Spannungsgréssen o und 62, Die
ermittelten Werte sind in den Tabellen
12—14 gegeben.

Experiment Nr. 16.
Polbefestigung 11 mit Montagebelastung.

Modell. Die Dimensionen der Befesti-
gung sind die gleichen wie im Experi-
ment 15, Figur 30. Auch die Polbreite ist
dieselbe, ndmlich 127 mm. Die Totallinge
lings der Symmelrieachse wurde auf 127
mm reduziert. Das die Polnut enthaltende
Teilstiick des Scheibenrades wurde in
diesem Experiment einfachheitshalber aus
Stahl gemacht,

Belastung, Es wurde angenommen, dass
beim Eintreiben der Keile K, und K, Fi-
gur 37, die Spannungen sich gleichméssig
der Linge des Keiles K; nach verteilen.
Um diese Verteilung in dem Versuch nach-
zuahmen, wurde auf der mit W bezeich-
neten Seite eines den Druck {ibermitteln-
den Stiickes S, Figur 41, ein diinner
Gummistreifen geklebt. Die andere Seite
des Druckstiickes S war zylindrisch aus-
gefithrt und gut geschmiert, so dass es sich
bei der Belastung einstellen konnte. Durch
eine Parallelfithrung war dann  Vorsorde
getroffen, dass der Hebel M einen hori-
zontal gerichteten Druck auf das Stiick S
ausiibte. Dementsprechend wurde die
Achse des Modelles um 30° geneigt zur
Vertikalen ‘angeordnet, wie aus den Fi-
guren 41 und 42 ersichtlich ist.

Resultate. Die im Experiment 14 ge-
machten Angaben in Bezug auf die Be-
nennung der Trajektorien gelten auch fiir
dieses Experiment.

(a) Hauptspannungsrichtungen. Figur 43
zeigt das Isoklinenfeld, Figur 44 das Tra-
jektorienfeld.

Die

(b) Spannungsgréssen ¢, und 62
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ermittelten Werte sind in den Tabellen 15
bis 17 gegeben.

Fig. 41. Kraftiibertragung beim Montage-Belastungs-
versuch, Experiment 16.

Experiment Nr. 17.
Polbetestigung 11 (Schwalbenschwanzform)
fir Montage und Zenirifugalkrafi.

Bemerkung. Es handelt sich, wie schon
erwihnt, bei diesem Experiment nicht um
neue Messungen, sondern um die Super-
position der in den Experimenten 15
und 16 ermittelten Spannungsfelder, und
zwar sind an dieser Stelle nur die Resul-
tate gegeben, wihrend die Methode selbst
im 3. Kapitel beschrieben ist. Die Super-
position wurde fiir das Verhdltnis M/C —
2/3 durchgefithrt, da es sich gezeigt hat,
dass bei den in Frage kommenden Dreh-
slromgeneratoren mit diesem Verhiltnis
von Montage zu Zentrifugalkraft zu rech-
nen ist,

Resultate. Die im Experiment 14 ge-
machten Angaben in bezug auf die Benen-
nung der Trajektorien gelten auch fiir die-
ses Experiment,

(a) Hauptspannungsrichtungen. Figur 45
siellt das berechnete Isoklinenfeld, Fi-
gur 46 dasjenige der entsprechenden Tra-
jektorien dar. Um die beiden Hauptspan-
nungsvorrichtungen zu erhalten, sind in
diesem Fall die ®-Werte von der Hori-
zontalen und Vertikalen abzutragen, und
zwar (—) im Uhrzeigersinn und () im
Gegenuhrzeigersinn,



(b) Spannungsgréssen. In den Figuren
47—49 sind Linien 2 “u. = konstant, g
= konstant, und ¢» = konstant, aufgetra-

e

gen. : L E

11, Koniroll-Untersuchungen.

Im 4. Kapitel wurde bereits kurz darauf
hingewiesen, dass, wenn die Spannung g,
lings ihrer Trajektorie s, konstant ist, d.
h. allgemein, wenn die Trajektorie eines Sy-
stems ein Stiick weit mit einer diesem Sy-
stem zugehorigen Linie konstanter Haupt-
spannung zusammenfillt, dieses Stiick der
geometrische Ort der Wendepunkte der
Trajektorien des andern Systems sein
muss, Fig, 50.

5ok Forse S

Fig. 50. Kontrolluatersuchungen; Bedeutung des
Zusammenfallens von Trajektorien mit Linien kon-
stanter Hauptspannung.

Man kann diese Eigenschaft elastischer
Felder auch folgendermassen formulieren:

Wenn der geometrische Ort der Wende-
punkte des einen Systems ein Stiick weit
mit einer Trajektorie des andern Systems
zusammenfillt, dann ist dieses Stiick ein
Teilstiick einer Linie konstanter Haupt-
spannung des andern Systems.

Um zu prifen, ob die in diesem Ab-
schnitt gegebenen Spannungsfelder dieser
physikalischen Forderung genligen, wut-
den in den Figuren 32 und 46 die deut-
lich {festlegbaren Wendepunkte der s,
(bzw. s,) Trajektorien durch Linienziige
verbunden und mit V (bzw. W) bezeich-
net. Das Stiick W,—W, in Figur 32 ist ein
Teilstiick einer s,-Trajektorie und muss
deshalb auch ein Teilstiick einer Linie ¢,
== konstant sein. Aus Figur 35 ist ersicht-
lich, dass W,—W, mit der Linie ¢, =
konstant = 20 zusammenfillt. Weiterhin
ist V,—V, ein Teilstiick einer s,-Trajek-
torie. Es fallt, wie erforderlich, mit einer
Linie 6, =- konstant zusammen, namlich
mit ¢, =— konstant == 80, biegl dann je-
doch etwas mnach oben ab, Figur 36, so
dass hier offenbar eine Ungenauigkeit der
Trajektorien oder der Linien ¢, — kon-
stant vorhanden ist. Die Stiicke W,—W,
und W,—W, fallen mit keinen Trajekto-
rien zusammen; folglich besteht obige Kon-
trolle nur punktweise, d. h. in jedem Punkt
dieser Stiicke deckt sich nur eine Tangente
einer Trajektorie s; mit einer Tangente
einer Linie ¢, — konstant.

In Figur 46 fillt nur das Stiick V,—V,
mit einer Trajektorie s, zusammen; es
entspricht, wie aus Figur 49 ersichtlich ist,
einem Stiick der Linie ¢, — konstant — 27,
Fiir die iibrigen Stiicke gilt die Kontrolle
wiederum nur punktweise in der Art, wie
oben erwihnt wurde.

6. KAPITEL
BERECHNUNG DER POLBEFESTIGUNG

I. Methoden, Wie eingangs dieses Ab-
schnittes erwahnt wurde, ist es meist iib-
lich, Teile der Befestigung als starr ein-
gespannte Balken zu betrachten. In der
Fachliteratur ist diese Annahme durch die

Arbeiten von Haimann (29) und Ro#t (30)
vertreten.?’) Die in diesen Arbeiten de-
machten Vorschlige sind hier als 1. und
2. Methode bezeichnet,

1. Methode. Haimann weist zuerst nach,

%) Erwéhnt sei, dass sich die diesbeziigl. Fachliteratur nur auf die symmetrische Schwalben-
schwanzform bezieht. In dieser Arbeit wurden die vorgeschlagenen Methoden sinngemiss auf
die unsymmetrische Form, und soweit sie sich dazu eigneten, auch auf die T-Form angewandt.
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dass die Balkenlinge fiir die (iibliche
Schwalbenschwanzausfiihrung unter der
kritischen (I == 0,325 h) ist. Er addiert
die fiir die Balkenmitte, Punkte M, N, Fi-
guren 29 und 51, berechnete Maximal-
schubspannung ¢ =3 T%/2 h zu der direkten
Spannung (Druckspannung op im Fall der
A-Form) mittelst der Bach'schen Formel

k= 0350+ 0,65 [/op? -+ 4 (o 22 — (22)

2. Methode. Rott betrachtet die Span-
nung im untern Rand als die kritische. Zur
Bestimmung derselben addiert er die mit-
telst der dblichen Formeln berechneten
Druck- und Biegungsspannungen ¢p und ¢3.
Dass u. a. die Randfaser nicht senkrecht,
sondern geneigt zum Schnitt ist, bleibt in
dieser Berechnung unberiicksichtigt,*?)

Zwei neue Ideen enthilt die Arbeit von
Schmalz (31), die hier als 3. und 4. Me-
thode bezeichnet sind.

3. Methode. Diese besteht darin, die
Zacken E'FG, H'IG in Figur 51 als gleich-

Reclifs:
Ri=370
Ra-714

Fig. 51. Darstellung der bei den Berechnungen
beniitzten Abmessungen.

férmig belastete Keile zu betrachten
und die Spannungen aus der fiir diesen
Fall bekannten Spannungsfunktion zu be-

rechnen.?) Nach Schmalz erhilt man fiir
den untern Rand bei der {iblichen Ausfiih-

rung mit dem Keilwinkel « = 60° und
dem Reibungswinkel ¢ == 8° bei Zentri-

fugalbelastung fiir die Druckkomponente
D, Figur 52-a, die Druckspannung:

Om (u) = 2;268 f - (23-&)
und auf den geneigten Seiten die Zug-
spannung: C

Om (s) = 1,587 *s' - (23-]:))

In den schraffierten Beriihrungsflichen
t, Figur 51, wirken ausserdem die Fli-
chenpressungsspannungen ¢, und die Rei-
bungsspannungen 7, von denen noch die
Rede sein wird.

4. Methode. Bei dieser Methode wird
der Schwalbenschwanz als Sektor eines
Kreisringes betrachtet, Figur 51, und die
Tangentialspannungen ¢; werden mittelst
der Lamé'schen Formeln fiir den dicken
Hohlzylinder berechnet, Fiir den begren-
zenden Aussen- und Innenkreis lauten
diese Formeln bekanntlich:

P <

CT Rk ]Q®
Ro® -4 Ri

=P R R T

Il. Annahmen. Es werden bei diesen Ar-
beiten von den Autoren folgende An-
nahmen gemacht. Bei den zwei ersten Me-
thoden wird angenommen, dass die Fli-
chenpressungsspannungen konzentriert als
Einzelkriafte durch die Mittelpunkte P, Q
der Beriihrungsfliche t wirken, Figur 51,
Bei der 3. Methode wird zur Berechnung
der Keilspannungen o, Gl (23), die
Druckkomponente D tiber die Flache s
gleichférmig verteilt gedacht.*®) Bei der
4. Methode ist u. a. die Annahme gemacht,
die radiale Zugspannung p sei {iber den
innern Kreisbogen, Radius R; Tigur 51,
gleichférmig verteilt.**)

*) Rott denkt sich durch H, Fig. 51, eine Anzahl geneigler Schnitte gelegt und berechnet fiir
jeden den Wert g, +05. Auf diese Weise erhéllt er fir die unterste Kante eine Spannungs-

- kurve, deren Maximum er der Bestimmung der Grésse der Befestigung zugrunde legt. Er
iibersieht, dass bei der symmetrischen Form der Schnittpunkt der Symmetrielinie mit dem

Rand der Punkt grésster Spannung sein muss, wie man leicht beweisen kann,

den Formeln (13) und (20).

siche Text zu

) Die 3. Me‘*hode basiert auf Arbeiten von Fillunger (32) iiber die Spannungsfunktion in keil-

formigen Kérpern,

#%) Bei der Berechnung der Flichenpressungsspannung on

und der Reibungsspannung 7 wurde

vom Verfasser ebenfalls gleichirmige Verteilung der Druckkomponente D und der Reibungs-
komponente R, aber in diesem Fall iiber die Beriihrungsfliche t statt s, angenommen.

4) Bei der Bestimmung der diesbeziigl, Werte in Tabelle 22 wurde bei Zentrifugalbelastung mit
p = C:F und bei Montagebelastung mit p = (Si-S3)] F gerechnet, Fig, 52; F bedeutet hierbei

die engste Querschnittsiliche.

38



Beziiglich der genauen Fixierung der
Punkte E, H, Legung der Kreisbogen, sind
in den genannten Arbeiten keine binden-
den Angaben gemacht. Den in der Ta-
belle 18 gegebenen Werten liegen die Ver-
hiltnisse, wie sie die Figuren 29 und 51
zeigen, zugrunde,

111, Das Kridftepolygon. Das Kriite-
polygon fiir die A-Form ist in Figur 52
gegeben.*?)

Z en/ﬁ/ftfya/ée/a.ffzj/y [rut Rerburrg):

gL (4)
2 ws-¢)
f 1) «
D=0z - Peos ¢ _ 4 >
Rr=Rz =/’5/?7f 2‘::://‘:’/2 K2’ ¢
: 4
&l
Dz
1-2-3 Ohnie Reiburg
1-2-3 Mit Reibung J
(%)
\’\/)\ " Muntageteisst
P brlagebelzsturg
- < | (it Reiburrg )
P-M
Di=M-Ri=0
VAR
" sn e +€)
2 Ly- &‘fiw § s
NES R2=a.s‘/'ﬂ$’
oz 4 Ir+dz =

\b

1-2-3 Qe Rerburg
M {cose +siret cofy e fS’)}

1-2 -3t Reiburyg

Fig. 52. Kraftepolygon ({a) Experiment 15,
(b} Experiment 16.

IV. Weitere Einzelheiten beziiglich der
vier Methoden; Bemerkungen zu den
Werten der Tabelle 18. Infolge der unsym-
metrischen Ausfiihrung des untersuchten
Schwalbenschwanzes wurden fiir die bei-
den Keilteile getrennte Berechnungen aus-

gefithrt, Je nachdem diese fiir den rechten, .

bzw. {iir den linken Teil gilt, ist der Punkt

G mit dem Index r, bzw. | versehen; ebenso
gilt diese Bezeichnung fiir Punkt S, den
man sich irgendwo auf dem Innenkreis mit
dem Radius Ri, Fig. 51, zu denken hat.

Die in der Tabelle 18 fiir die Punkte M,
N, und die Kanten E'F und H'l gegebenen
zwei Werte sind die Haupspannungen
d,, 65, die man bei Anwendung der Formel

_ On + Op / 4771711 :6;1— 27;:7,.2
I | CE=ryeen
erhilt, wobei fiir die Berechnung der

Hauptspannungen in den Punkten M, N
die Werte 6,=N*|h,6,=oundc=3T*/2h
und fiir diejenigen der Beriihrungs-
flichen die Werte ¢, aus Gl (23—b),
ferner g, = D*[t und ¢ = R*|t eingesetzt
wurden.*®) Eine Ausnahme bildet der fiir
die Form D.T.S.*7) untersuchte Punkt M,
bei dem der berechnete und gemessene
Hauptschubspannungswert (6, — 6,)/2 ver-
glichen wird.

Den fiir die Punkte A, E und H, Fig. 29
und 51, berechneten Spannungen sind in
der Tabelle die in den Abrundungen er-
mittelten Maximalwerte gegeniiber gestellt.
Da Messungen in Beriihrungsflichen nicht
genau ausgefithrt werden kénnen,sindferner
inder Rubrik »gemessene Spannungen« cha-
rakteristische Maximalspannungen in dez
Nidhe der geneigten Seiten gegeben. Das-
selbe gilt fiir die Spannungen am Innen-
rand des Kreisringsektors, die betrichtlich
variieren; es sind fir dieselben ebenfalls
Maximalwerte zum Vergleich gewihlt wor-
den, um deren Erfassung es sich ja in er-
ster Linie handelt.

V. Resultat der Berechnungen und Ver-
gleich mit den gemessenen Spannungen.
Die auf Grund der geschilderten Metho-
den berechneten Spannungen, sowie die
entsprechenden gemessenen Spannungen
sind in Tabelle 18 gegeben. Der Vergleich
erfolgt am zweckmissigsten auf Grund des
Quotienten k bzw, r zwischen der gemes-
senen und der theoretischen Spannung.

) B‘?i dler 'T-Form kann wenigstens im Versuch infolge der Gummi-Zwischenlage von der Be-
riicksichtigung etwelcher Reibung abgesehen werden, somit ist die Grésse der Reaktionen P =

Q = C/2, Fig. 29.

%} N und T sind die Komponenten der Krifte P und Q senkrecht und parallel zum untersuchten

Schnitt.

(Von der Bildung »reduzierter Spannungen«, wie sie Schmalz vorschligt, wurde durch-

wegs Abstand genommen, da die zugrunde liegende Bruchhypothese der gréssten Dehnung
als durch neuere Untersuchungen iiberholt zu betrachten ist.)

") Die so bezeichnete Form betiriift den rechteckigen Fuss einer vom Verfasser (4) untersuchten
Dampfturbinenschaufel mit folgenden Dimensionen, Fig, 27-b,: d = 14,8; D = 27,0; h = 11,2
und R = 0,8 mm. Teilresultate dieser Untersuchung sind in der VerdHentlichung (4) gegeben,
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Tabelle 18. Gemessene und berechnete Polspannungen; Formziffer k, bzw.Verhdltnis r.

1 ] ‘

i
{

Berechnete S, annung

Gemessene Spannung

For Belast ‘ — - k bzw. r
orm ]‘ elastung f Meth. ‘ Ort ] Spannung Ort ! Spannung |
' 1 M 111,5 M | 76,5 0,69
D.T.S. CM 2 D —2118 D L —207,0 0,98
2 A 316,2 Abrdg, 500,0 1,58
I C,M 1 M 60,6 45-¢, d 36,0 0,59
1 M — 424 45 ¢ d — 29,0 0,68
2 D — 721 O-a — 66,0 0,91
2 A 109,3 Abrdg, 130,0 1,20
1 c 1 M 58,1 6 d 34,0 0.58
1 M — 79,7 6-—d — 51,0 0,64
2 G 73,1 O—a —137,0 1,88
2 E 29,9 12 207,0 6,92
, 1 N 52,2 7—-E, F 19,0 0,36
| 1 N — 66,2 7—E, F — 420 0,63
? 2 Gi — 53,1 O-a -1370 - 2,58
- 2 H 253 13 137,0 5,42
II M 1 M 61,1 6—d 40,0 0,65
1 M — 953 6—d -- 18,0 0,82
2 G: — 1759 O—a — 96,0 1,27
2 E 15 12 262,0 35,00
1 N 16,4 7-E, F 16,0 0,35
1 N — 74,2 7—E, F — 58,0 0,78
2 G — 365 O-a — 96,0 2,63
B 3 2 H — 19,1 14-15 30,0 —
II c 3 G: —127,0 O—a —137,0 1,08
3 Gi —113,0 O—a —1317,0 1,21
3 EF 89,4 10—¢ 165,0 1,84
3 LF — 84,1 10-¢ - 35,0 0,42
3 HI 79,4 12—K 137,0 1,73
3 HI — 83,7 12—K 27,0 —
I C 4 Gr — 38,0 O-a —137,0 3,60
4 Gi — 60,4 O—a --137,0 2,27
4 S — 897 12—d 42,0 -
4 St | —1120 131 21,0 —
I M 4 Gr — 323 O—a 960 | 297
4 G — 51,3 O—a — 96,0 1,87
4 S — 763 12—f 58,0
4 Si — 95,0 13 1 7,0 —

VI. Folgerungen. Als Diskussionsgrund-
lage sei willkiirlich angenommen, dass
Gebiete, in denen die Hauptspannungen
und Hauptspannungsdifferenzen mehr als
100 kg'mm betragen™), als »kritische Zonenc«
mit Fliess- bzw. Knickgefahr zu betrach-
ten sind., Die T-Form hat somit kritische
Zonen in den Druckiibertragungsgebieten
und in den Abrundungen.*) Die A-Form
hat kritische Zonen in den Abrundungen,

den geneigten Seiten und in der Mitte un-
ten, d. h, im Gebiet des Punktes G, Fig. 51.

Daraus geht hervor, dass sich die An-
nahme, auf der die 1. Methode beruht, die
kritische Spannung sei in der Balkenmitte,
als unrichtig erweist, und dass die Me-
thode somit als solche zu verwerfen ist.
Von nur theoretischem Interesse ist des-
halb die Feststellung, dass die fir den
Mittelpunkt der betrachteten Schnitte be-

%) Die Grisse dieses Wertes wurde ungefiahr der Grésse der angegebenen Belastung, vergl, Fussnote 38
entsprechend gewd#hlt. Belastung und ,,Grenzspannung’ sind durch die Konstruktion und das
Material gegebene Grossen, die in Wirklichkeit zueinander in einen anderem Verhéltnis, als dem

hier angenommenen stehen kdnnen.

49 Bei kleineren Verhiltnissen h/d als dem hier vorliegenden

sind ausserdem kritische Zonen

an den geneigten Seifen und im Gebiet des Punktes D, Figur 29 zu gewirtigen.
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rechneten Werte bedeutend grosser sind
als die gemessenen, und zwar ist 1/, =
1,63, wobei r, der Mittelwert der fiir
diese Punkte ermittelten Ziffern r ist.

Die 2. Methode befriedigt nicht, weu
sie nur auf die Spannung an der unteren
Kante abstellt und die wichtigen Spannun-
gen im Gebiet der Abrundungen und der
deneigten Seiten unberiicksichtigt ldsst.
Fiir den Mittelpunkt der untern Kante lie-
fert die 2. Methode bei der T-Form zwar
angenahert richtige Werte; fiir die A-Form
dagegen sind die in diesem Punkt gemes-
senen Spannungen erheblich héher als die
berechneten. o

" Bei der, 3. Methode bleibt zwar das Ge-
biet der Abrundungen ebenfalls unberiick-
sichtigt; sie gibt jedoch befriedigende
Werte fiir die. untere Kante und ermiog-

licht die angeniherte Berechnung der -

Spannungen an den geneigten Seiten.
Ein Blick auf -die Spannungsielder der
Exp. 15—17 zeigt ferner, dass die Tangen-

tialspannungen, : die *in der vorliegenden:

Arbeit mit ¢, bezeichnet sind, nach dem
Innenkreis zu abnehmen. Da nun die 4.
Methode auf der entgegengesetzten An-
- nahme beruht, ist es nicht verwunderlich,
dass sie keine befriedigenden Werte liefert
und sich als unbrauchbar erweist.

VII. Festigkeitsbetrachtung. Polbefesti-
gungen bestehen aus dehnbarem Material
und sind, von kurzen Unterbriichen abge-
sehen, Lkontinuierlich belastet. Es wire
deshalb unzweckmissig, der Festigkeits-
rechnung die absolut grosste, nur in einem
vereinzelten Punkt vorhandene maximale
Normal- bzw. Schubspannung zugrunde

‘zu legen, Der Verfasser vertritt vielmehs

die Auffassung, dass man unter solchen
Bedingungen nicht Punkte, sondern Ge-
biete betrachten muss, was nun auf Grund
der gegebenen Felder geschehen kann.

Ausser der méglichen Ueberbeanspru-
chung in bezug auf Schub ist bei.Polbe-
festigungen auch noch Knickgefahr vorhan-
den. Bei aufgeschichteten Blechen ist die
Moglichkeit der Instabilitit naturgeméss
besonders gross; den Druckgebieten kommt
somit in solchen Fillen ganz besondere
Bedeutung zu.

_Ausser Fliess- und :Knickgefahr besteht
bei rotierenden Kraftmaschinen die Mog-
lichkeit der {ibermissigen Dehnung in ra-
dialer Richtung. Ist das Spannungsfeld
eines Entwurfes bekannt, dann kann der
Konstrukteur die Totaldehnung des Poles
durch Summation der Elementardehnun-
gen in radialer Richtung zum voraus be-
stimmen.
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4. ABSCHNITT ;
WEITERE UNTERSUCHUNGEN AN MASCHINENELEMENTEN

7. KAPITEL
ZAHNRADER

In diesem Kapitel sind spannungs-
optische Untersuchungen zur Bestimmung
der Biegespannungen am Zahnfuss und
der Flachenpressungsspannungen im Kon-
taktbereich beschrieben; ferner werden An-
gaben {iber gewisse Fakioren gemacht,
mit denen die Lamé’schen Gleichungen (24)
fiir den dicken Hohlzylinder versehen
werden miissen, um bei Berechnung der
Schrumpispannungen dem Einfluss der
Zihne angenihert Rechnung zu tragen.

I. Biegespannungen.

Die Zihne konnen niherungsweise als
eingespannte Balken betrachtet werden.
In der Zahnfussabrundung tritt eine
Spannungserhdhung ein, deren Grosse in
der Hauptsache von dem Verhiltnis des
Kriimmungsradius R zu der Zahnstirke ¢
am Fuss abhingt, Fig. 53. Um diese Er-
h6hung numerisch zu ermitteln, wurden

die drei in den Abschnitten A — C be-

1

Fig, 53, Idealisierte Belastung eines Zahnes; Figur
zeigt u, a, vorgenommene Wahl des Festpunktes N.

) Beziiglich Einzelheiten siehe (33).
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schriebenen Untersuchungen ausgefiihrt,
bei denen sich die Versuchsausfiihrung
sukzessive mehr und mehr den wirklichen
Verhiltnissen nahert,

A, Idealisierte Belastung -eines einzelnen
Zahnes.

Die Idealisierung besteht in der die Be-
rechnungen und Versuchsausfiihrung ver-
einfachenden Wahl der Kraftrichtung und
des Kraftangriffes, Fig. 54.

Fig. 54, Belastungsvorrichtung zum Experiment 18;
links Zugvorrichtung Kompensationsverfahren
Coker, vergl. Einleitung.

Experiment Nr. 18.5°)

Es wurden vier Modelle mit den Ver-
haltnissen Rjc = 0,088; 0,104; 0,260 und
0,375 untersucht. Sie wurden durch eine



Einzelkraft an der Spitze mittelst Bolzen B
und Biigel D senkrecht zur Zahnmitte auf
Biegung belastet, Fig. 54.

Resultat. Auf Grund der mit diesen Mo-
dellen erhaltenen Versuchsresultate wurde
folgende Formel fiir die Formziffer auf-

gestellt:
015c

In dieser bedeutet ¢ der Abstand der
FestpunkteN, welche ihrerseits als Schnitt-
punkte des Zahnprofiles mit der Tangente
an den Kopfkreis KK des dazugehérenden
zweiten Zahnrades definiert sind. Die fiir
die Punkte N berechnete Biegespannung
betrégt

Booe=f 4 —

ma:

6P
P

und somit ist fiir den betrachteten Be-
lastungsfall

O fest =

Tnaz = kmam Op—fest

B. Zahnraduntersuchung mit einer der
Wirklichkeit entsprechenden Belastung
eines einzelnen Zahnes.

Die wirkliche Belastung einesZahnes un-
terscheidet sich von der im Experiment 18
angewandten Belastungsart durch das Vor-
handensein einer parallel zur Zahnmittel-
linie wirkenden Kraftkomponente und kon-
zentrierter Flichenpressung. Es wurde im
Experiment 19 der FEinfluss dieser Ver-

schiedenheiten auf die Formziffer unter-
sucht; ferner wurden die maximalen Span-
nungen am Zahnfuss nicht nur fiir die Be-
lastung an der Spitze, sondern fiir die
ganze Dauer des Eingriffes ermittelt,

Experiment 19.51)

Das diesem Experiment zugrunde gelegte
Zahnradpaar ist durch folgende Angaben
gekennzeichnet:

Eingriffswinkel 20,0°
Modul (mm) 14,5
Zahnezahlen 31 und 91
Ueberdeckungsgrad 2,10

Von den Zahnriddern wurden nur Seg-
mente, bestehend aus drei Zihnen, unter-
sucht. Durch missige Verringerung der
Zahnstirke der dem im Eingriff befind-
lichen mittlern Zahn benachbarten Zihne
wurde erreicht, dass nur der mittlere Zahn
in jeder Lage die volle Last iibermittelte.

Die Aufgabe lautete, ein Zahn des Ritzels
mit Hilfe eines Zahnes des Zahnrades zu
belasten und die maximalen Spannungen
am Fuss des Ritzels zu untersuchen. Zu
diesem Zweck wurde die in Figur 55 dar-
gestellte Apparatur konstruiert, die es ge-
stattete, die Triger der Segmente in belie-
bigen Winkellagen festzuklemmen und so
den Zahn an irgendwelchen Punkten der
Flanke der Wirklichkeit entsprechend zu
belasten.,

Fig. 55. Belastungsvorrichtung zum Experiment 19,

51} Beziiglich Einzelheiten siche (34).
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Fig. 56, ‘Zahn des im Experiment 19 untersuchten

Ritzels. Die an der Zahnflanke mit Nummern be-

zeichneten Stellen sind die ad lib. gewdhlten An-

griffspunkte der Last; die korrespondierenden Num-

. mern am Zahnfuss bezeichnen den zugehérigen Ort
4 maximaler Spannung.

Resultate. Der Ort der beobachteten
Spannungsmaxima ist in Fig. 56, die Griosse
derselben in Fig. 57 (mit der Eingriffslinie
APB als Abszisse) gegeben. Kurve III stellt
die aus der Formel s e =6 P*l/c® berechne-
ten Biegespannungen®?) dar; fiir | ist der
senkrechte Abstand der Kraft P* vom Mit-
telpunkt I des Schnittes NN einzusetzen;
denn bekanntlich ist Pl =— Hh — Ve das zu
beriicksichtigende Moment fiir diesen Fall,
Fig. 58.

Diskussion. Die absolut grosste Druck-
spannung op me., bzw., Zugspannung 9z mae,
die in Figur 57 durch die Ordinate AE
bzw. AF dargestellt ist, erhdlt man fiir die
Belastung an der Spitze, fiir welche die be-
rechnete B1egespannung mit fes_mae be-
zeichnet sei, Ordinate AD in Fig. 57. Die

Formziffern®?) betragen in diesem Fall ftir -
die Druckséite: -

kD — 7ﬂﬂm :2,20
Ufe:t— max
Zugseite: o
L= Ame 50
’ ”fest ~~mazx

1200

\
S

2 fiir eire Belastaryg w254 by proom-Zatmbreife ™

400
7 N s, PTG o,
S Tl
‘S EY
S 3 o
S 200F- S
g N
5 Ny
S
0 -
A Vg )

Fig. 57. Kurven I und II: Experimentell ermiittelte
Maximalspannungen fiir die in Fig, 56 notierten
Positionen der angreifenden Last,

Kurve III: Entsprechende Festspannung oy, g,

-3
a1/ |
Ve
/ﬁ I\J/
[l o
v "Ll‘ N =53

_/ | W/

Fig, 58, Skizze zur Berechnung des wirkenden
Momentes, Wahl des Festpunktes analog Exp. 18.

) Es ist zu beachten, dass hier fiir ¢,_g,, nur die Biegespannung genommen, die Druckspannung der

in die Mittellinie verlegt zu denkenden Druckkomponente V, Fig. 58, dagegen vernachlissigt wurde.
Die ermittelten Formziffern enthalten deshalb nicht nur die Formwukung, sondern auch den

Einfluss der Druckkomponente V.
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wihrend man aus Gleichung (26), Experi-

ment 18, den. Wert
0,15 X 33,2

b = 1+ 2 — 1,94
erhilt, so dass angendhert
bp = L1 bpgy — — — — — | @)
hy= 08 kpy —— — — — |

Die zur Berechnung der Maximalspan-
nung zu beniitzende Formel lautet somit
fiir die Druckseite:

Omax = kp U fest —mazx
Zugseite;
Omax = kZ Ufesl—mam

C. Lastverteilung auf mehrere Zahnpaare.

Bisher wurde angenommen, dass nur je
ein Zahn die volle Last iibermittelt. Das
ist jedoch nur zum Teil, oder iiberhaupt
nicht richtig. Ist beispielsweise die Ueber-
setzung mit einem grossen Ueberdeckungs-
grad konstruiert, dann sind dauernd meh-
rere Zahnpaare im Eingriff; dadurch wer-
den, wie leicht einzusehen ist, Biegungs-
spannungen und Fldchenpressungsspan-
nungen erheblich reduziert.”?) Demnach
miissen alle Ordinaten der Zug- und
Druckkurve, Figur 57, in dem fiir jede
Winkelstellung verschiedenen Verhiltnis
von Teillast zu Vollast reduziert werden.
Dieses Verhiltnis kann man fiir unabge-
niitzte Zahne ohne Herstellungsiehler un-

hylemnr Zatwbreite
£
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<
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Fig. 59, Spannungsweite der Fig. 57, jedoch nach be-

riicksichtigter Lastverteilung, mit Angabe der An-

zahl der jeweils im Eingriff befindlichen Zahnpaare.

,
T S
g

ter Beriicksichtigung der Durchbiegung
aus den Formeln der Elastizitidtslehre be-
rechnen;?*) Figur 59 stellt das endgiiltige
Resultat der auf diese Weise ermittelten
Spannungen fiir das im Experiment 19 un-
tersuchte Zahnradpaar dar.

Beschreibung einer Experimentalmethode.

Zur Bestimmung des Verhdltnisses von
Teillast zu Vollast, evtl. mit Beriicksichti-
gung von Herstellungsfehlern, sowie von
verschiedenen Graden der Abniitzung kann
die im nun folgenden Absatz beschriebene
Experimentalmethode angewendet werden.

Fiir irgendeinen oder mehrere geeignete
Punkte des Zahnes werden je zwei Span-
nungskurven bei gleicher Belastung ermit-
telt, namlich: (a) die Spannungskurve* ¢,
mit einem Zahnpaar im Eingriff, wie es im
Experiment 19 beschrieben worden ist, und
(b) die Spannungskurve ¢, mit allen Zahn-
paaren im Eingriff. Die unbekannte Teil-
last X des Zahnes verhilt sich dann fiir
einen bestimmten Moment des Eingriffes zu
der Totallast L, wie die Spannung 9m bei
mehrfachem Eingriff zu der Spannung
bei einfachem Eingriff fiir die betreffende
Winkellage, so dass also

X = U’l” L — — — — — (28)
20— g b)
8| \ )
16+ N ﬁS-,
7 \\
izt ~— U7

D

— L~

A1 2Ps4 8 A1 2P 28

Fig. 60. Spannungskurven Exp. 20:

a) fiir Punkt S ). .
b) fiir Punkt T } in Fig. 53.

33) Eine vom Verfasser (35) (36) hergestellte Aufnahme von rotierenden Zelluloid-Zahnrédern, bei
welcher s. W, zum erster Mal Kinematographie und Polarisationsoptik kombiniert wurden, bringt
dies sehr deutlich zum Ausdruck, Eine Kopie dieses Filmes ist im Besitz der Maschinenbau-Ab-
teilung der E.T.H., Lehrstuhl fiir Maschinenelemente, und wird vom Inhaber desselben, Hrn. Prof.
M. ten Bosch, zur Demonstration dieser und weiterer interessanter Erscheinungen beniitzt.

™) Siehe diesbeziigliche Untersuchung von Baud, und Peterson (36).

Zu beachten: Reduktion der

Maximalspannungen um mehr als 50 %, sowie neue Winkellage, in welcher Spannungsmaximum

auftritt, Fig. 59.
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Experiment Nr. 20.

Das untersuchte Modell bestand aus
zwei gleichen Zahnriddern mit je 35 Zidh-
nen, dem Modul 2,54 mm und dem Ueber-
deckungsgrad 2,08,

Es wurden die Spannungen 0s,, 9sm, 01,
und o7, in zwei Punkten S und T, Fig. 53,
fiir eine Vollast von 100 Einheiten (254
kg pro cm Zahnbreite) gemessen und die in
Figur 60 gegebenen Spannungskurven er-
mittelt,5?)

Fir den genannten Ueberdeckungsgrad
sind im glinstigsten Moment, der hier als
Position 1 bezeichnet ist, drei Zahnpaare
im Eingriff. Man entnimmt der Figur 60-a
fiir die drei dieser Stellung entsprechenden
Punkte A, P und B die Werte s, und 0sn,
berechnet X nach der gegebenen Formel
(28) und erhilt so die Werte der zweitletz-
ten Spalte der Tabelle 19, deren Summe
100 Einheiten ergeben muss. Da man statt
dessen nur 98,7 findet, so sind die Werte
dieser Spalte mit dem Faktor 100/98,7
zu multiplizieren, um die Vollast auf die er-
forderliche Zahl von 100 Einheiten zu brin-
gen, siehe letzte Spalte der Tabelle 19.

Tabelle 19.

Berechnungsbeispiel fiir die Ermittlung der
Teillast X tiir Position 1 aus den gemes-
senen Spannungen im Punkt S.

%Punkt ag, Tgm X'S ) ! XS
|
{ 4,6
A | 19,00 | 4,60 oo 100 =24,2 | 24,5
73
P | 13,40 17,30 T34 100=545 | 553
2,3
B | 11,30 | 230 113 + 100 =200 202
o T
Xg +Xgp+Xgp==98,7 | 100,0 |

Die Endwerte Xs, die so aus den Messun-
gen im Punkte S {iir drei Positionen ge-
wonnen wurden, sind in Tabelle 20 zusam-
mengestellt. In dhnlicher Weise erhilt man
die Werte ZXr aus den Messungen im
Punkt T. In der letzten Spalte der Ta-
belle 20 ist der Mittelwert X aus den

Messungen in den beiden Punkten S und T
gegeben. Durch Wiederholung dieses Vor-
Tabelle 20.

Beispiel fiir die Berechnung der Teillast X
fiir 3 Positionen.

Position| Punkte Xg Xy X=——2.»ff
1 A 24,5 15,2 19,85
P 55,3 67,2 61,25
B 20,2 17,6 18,90
2 1 415 29,4 38,45
3 52,5 70,6 61,55
3 2 62,0 52,7 57,35
4 38,0 47,3 42,65

gehens fiir beliebig viele Positionen findet
man die gewiinschten Lasten X, die in Fi-
gur 61 als Ordinaten aufgetragen sind.

Vollas/
100
“% a0l Berectinef
T L Experimentel
=
& 60
S
S 4l
KL
~
S 201
S L
S

4, 2 P 5 4 B

Fig. 61. Reduktion der Zahnbelastung infolge Last-

verteilung auf mehrere Zahnpaare, Experiment 20,

Der in Figur 61 als »berechnet« bezeich-
nete Linienzug gibt Werte, wie sie fiir das-
selbe Zahnradpaar unter Zugrundelegung
von Formeln der Elastizitidtslehre ermittelt
wurden; auf die diese Formeln enthaltende
Veroffentlichung (36) ist weiter oben be-
reits hingewiesen worden.

Die etwas mangelhafte numerische
Uebereinstimmung ist nicht der Methode
selbst zuzuschreiben, sondern in der Haupt-
sache gewissen ungiinstigen . Umstéinden,
unter denen die Messungen vorgenommen
wurden, sowie wahrscheinlich auch der

55) Die Wahl von zwei oder mehr Messpunkfen ergibt, wie das DBeispiel zeigt, die Moglichkeit
einer Kontrolle, bzw. erlaubt einen Durchschnittswert zu bilden,
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.elwas zu grossen Biegsamkeit des verwen-

deten Modell-Materials (Celluloid}.®®)

I1. Fléchenpressungsspannungen.

A. Bemerkungen und Experiment. Bei
hohen Umlaufzahlen ist die = Nutzlast
durch den Grad der zuldssigen Abniitzung
bestimmt; es wird infolgedessen vom Kon-
strukteur eine bestimmte, maximale Fla-

IIIIIIIIIIIII

2P
LA

Fig. 62. Verteilung der Fliachenpressungsspannung
p und der sekundiren Lingsspannung v; Verhilt-
nis P ool Omar = 14,0 fiir Position 1
=112 » » I } Fig. 56
42 » » 111

100

Ffaktoren £

~
N
T

Verfhgits d/b
R
>
S

40 J

Fig. 63. Faktoren f fiir parabolische Fldchenpres-
sung Gleichungen (29).

chenpressung Pume zugelassen, Fig. 62. Da
man jedoch die genaue Mechanik der fort-
schreitenden Zerstérung nicht kennt —
einer verbreiteten Hypothese zufolge soll
dieselbe unter der Oberfliche beginnen! —
so ist es fiir eine genauere Festigkeitshe-
trachtung unerlésslich, die Spannungsver-
teilung im ganzen Beriihrungsgebiet zu ken-
nen. Als Beitrag zur Lésung dieses Proble-
mes sind in dem Experiment 21 die fiir die
Mittellinie M-M, Fig. 62, experimentell er-
mittelten Schubspannungen 7.y mex = (0,—65)/2
mit denjenigen mittelst des theoretischen
Ansatzes der parabolischen Flachenpres-
sung auf der Halbebene®”) berechneten ver-
glichen, Es handelt sich um die dritte der
in (29) gegebenen Gleichungen. Der Voll-
stindigkeit halber sind hier auch die For-
meln fiir ¢, und ¢, aufgefiihrt; sie lauten:

. {(291 — sin 291)

+[691'—sin291_ ¢ }1
g2 0, tg 0, I

Pmaz | {(2 8, + sin 291>
m (29)
[ sin20: ~ 20 }}

p”la[l)
Oy =0y = f9 Pige = T

0)’ =0 = fzg pnza.’u:

1g> 0,
T;Ly mar = ﬁ‘;”z = f10 pma.v — pr;a.l: .
, sin 26, — 40, 2
\in2 0+ [ )

Fig. 63 zeigt die Variation der Fak-
toren f, d. h. den Spannungsverlauf fiir
plllll.”L‘ — 1,0.

Experiment Nr. 21.58)

Bei diesem FExperiment wurden Modell
und Belastungsapparat des Experimen-
tes 19 beniitzt und ein Zahn des Ritzels
in den in Fig. 56 angegebenen Punkten [,
1I und III belastet,

Resultat. Fiir jede Position wurden die
Tay maxin mehreren Punkten der Mittellinie
MM gemessen und durch den berechneten
Wert Pumes dividiert und die so erhaltenen

Werte

3) Fiir gewisse Versuche ist ein weniger biegsames Modellmaterial, wie Bakelit oder Glas vor-
zuzichen, vergl, Anhang der Verdffentlichung (24),

57) Néheres hieriiber siehe 3. Kapitel,

58) Beziiglich Einzelheiten dieser Untersuchung siche (24).
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L Txy max (gemessern)

flO
Pmaz (berechnet)

als Funktion des Verhiltnisses d/b in Fi-
gur 64 aufgetragen. Bei der Berechnung
von Pma wurden die Formeln

pmu:l: = ]’5 Ig’* 444444 (30)

)
V IRy + 1R,
beniitzt, wobei b die Druckbreite, Fig. 62,
und n einen 'vom Material abhang1gen,
durch die Gleichung
n= % 'l/,%(i"_?:!l,, — (31a)
m x
bestimmten Faktor bedeutet. Bei der Er-
mittlung der in Fig. 64 gegebenen experi-
mentellen f,-Werte wurden die elasti-

schen Konstanten m = 3,0 und E = 25 300
kg/em® zugrunde gelegt, Mit diesem m-

950
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40 j

Fig. 64, Experimentell ermittelte fj,-Werte ohne
Beriicksichtigung der sekunddren Lingsspannungen,
s. Fig, 62.

Wert berechnet sich der Faktor n Zu
3,04.59)

Diskussion der Fig. 64. Die Messkurven

-schliessen sich ihrem Verlauf nach in be-

friedigender Woeise an die theoretische
Kurve an, liegen jedoch durchwegs iiber
derselben. Berechnet man pm. statt aus
GL (30) aus der Formel von Hertz:

pm(u = 1 27 T T (32)

so wird die Diskrepanz noch grosser, weil
pmae kleiner wird, ebenso wenn man fiir
b Werte beriicksichtigt, die grosser sind als
diejenigen, die man aus der Formel (31)
erhilt.?)

Diese Ueberlegungen deuten darauf hin,
dass die Diskrepanz wahrscheinlich nicht
von den berechneten p,...-Werten her-
rithrt, sondern echer von den gemessenen
Tyman-Werten, die offenbar aus einem
zunichst unbekannten Grund grosser sind
als die, mit denen wir sie indirekt verglei-
chen, Zieht man die in Fig. 62 dargestell-
ten im (folgenden) Absatz B abgeleiteten,
sekunddren Léangsspannungen ¢ von den

ol q 42 3 )
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42 \
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Fig. 65. Experimentell ermittelte f10-Kurven mit
Beriicksichtigung der sekunddren Lingsspannungen,
s. Fig, 62.

39) Eine nachtrigliche Kontrolle ergab fiir m den Wert 2,5, und somit n = 3,26. Es sind deshalb
die experimentellen fi-Werte in Fig, 64 noch mit dem Faktor 3,26/3,04 = 1,07 zu multiplizieren.

%) Formeln (30) und (31) sind deshalb in der weitern Betrdchtung als richtig angenommen,
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gemessenen . Tuy ma - Werten ab und berech-
net erst dann die f,,-Werte, so erhidlt man
mit m=2,5 die Kurven I bis III in Fig. 65,
die sich mit Ausnahme von III praktisch
vollstindig mit der theoretischen f,,-Kurve
decken.’') Bei der Kurve III kommt man
durch die Korrektiur wohl etwas besser an
‘den Maximalwert heran, aber der Verlauf
der Kurve wird unbefriedigender, Offenbar
sind fiir die Belastung an der Spitze, Posi-
tion III in Fig. 56, die Korrekturwerte zah-
lenmissig nicht richtig, was mit der relativ
starken Deformation des Modellzahnes bei
dieser Belastung zusammenhidngen mag.

B. Ansatz zur Berechnung der sekunddiren
Léingsspannungen, Figur 62.
Bekanntlich gilt die Formel
="y
genau nur fiir diejenigen Teile eines Bal-
kens, die einen gewissen Abstand von den
Kraften haben, Im Gebiet eines Kraftan-
griffs kommen noch die zusétzlichen Lings-
spannungen 0. (hier mit ¢., bezeichnet)
hinzu, wie sie im 3. Kapitel abgeleitet wur-
den. Damit ist die Aufzihlung der in

(6)

Fig. 66, Betrachtung der Mechanik
des Kraftangriffes. .

Langsrichtung wirkenden Spannungen je-
doch noch nicht erschépft.

Beieiner Halbebene mitLinienpressung®?)
ist die Druckspannung ¢, durch die Gl
(1) gegeben. Die auf ein Element df=r d ¢,
Figur 66-a, wirkende Kraft dR* ist somit

dR* = o, df = 25’( cos § d§

und ihre Komponenten Ry * und R, * in x-
und y-Richtung, Figur 66-b sind
dR, ¥ = ??Pj sin 9 cos 6 d#

2 P')é

dR.* = ~—- cos® 0 df
und deshalb
g e e P*
= ,E 4 — ,
R, p fsm@costGMx
0 = .
b = af, (33)
4 2 PF 2 *
R, "="—-[cos*0 d0 =P
f = —af, i

Bei dem doppelt gelagerten, in der Mitte
belasteten Balken, Figur 67-a, wirken des-

) P
A W’l Pl
g U
4 - £ X
2| P P \flex

e by |
Plz vy 3 e 2

@) ®)

Fig. 67, Anwendung der Gleichung (33) auf den
doppelt gelagerten Balken,

halb ausser der Kraft P und den Reak-
tionen P/2 noch die longitudinalen Krifte
P/n und P2 n, Figur 67-b. Betrachtet man
nur eine Hilfte des Balkens, dann ist er-
sichtlich, dass mit Bezug auf den Punkt
x=0, y=0 die Krifte P/2x7 weder Krait
noch Moment liefern. Anders verhilt es
sich mit der Kraft P/, die auf den Punkt-
x==0,y==0 bezogen, das Moment cP/2x
und die Einzelkraft P/, liefert. Wendet
man, um zu einfachen Ausdriicken fiir die
Zusatzspannungen 7., und ¢., zu gelan-
gen, die iiblichen Formeln fiir Zug und
Biegung an, so erhilt man fiir den Mittel-
schnitt®): g

9} Fir die praktische Nutzanwendung ist der umgekehrte Rechnungsvorgang zu wihlen. Die sekun-
didren Lingsspannungen sind zu den aus Gl {29) berechneten hinzuzusechnen.

%?) Wie bereits im 2. Kapitel bemerkt wurde, hat man es in praktischen Fillen mit Flichenpressung
zu tun; bei berithrenden Zylindern ist jedoch die Druckbreite b im allgemeinen sehr klein, so
dass es erlaubt erscheint, die fiir Linienpressung abgeleiteten Formeln hier anzuwenden.

) Es sind iiber dieses Problem. bereits sehr eingehende Studien gemacht worden, auf Grund welcher
das Vorhandensein von Zusatzspannungen als erwiesen zu betrachten ist; quantitativ weichen die
Korrekturweiten jedoch nicht unwesentlich voneinander ab, sodass es bis zur einwandfreien Kla-
rung des Problems als zulissig erscheint, obige vereinfachte, von Timoshenko angeregte Methode

anzuwenden.
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Tyxy — me — T T T ——— = J—
(34)
M Pt ¢ 12 Pt 6
SR B B G g
Fiir den Punkt A, Figuren 62 und 67-a,
ist y = — ¢/2 und somit
4 P*
(00s s 00ds =+ 20 (34—a)
Fiir Punkt B ist y = %‘2 und folglich
2 L3
(6os + 0as)y — — ~L° (34—D)

Indem man diese Werte fiir die Punkte A
und B als Vektoren auftrigt, Fig, 62 und
die Vektorspitzen A’, B" verbindet, erhalt
man die gewiinschte angendherte Vertei-
lung der Zusatzspannungen.

I11. Schrumpfspannungen.

Zur Berechnung der Schrumpfspannun-
gen 0, und 0, kénnen in erster Nihe-
rung die Formeln (24) verwendet werden.
Infolge der radialen Fortsitze (Zihne)

sind dieFormeln, wie bereits erwiahnt, durch
Hinzufligung gewisser Faktoren kp und r
zu erginzen, die wir aus den im 4. Kapitel
gemachten Ansdtzen (sieche Absatz a und
b, Exp. 4 und 5) berechnen kénnen. Wir
kénnen uns nédmlich den Radkérper in
einem Radialschnitt aufgeschnitten, gerad-
linig abgewickelt und durch passende
Zugkrifte alternativ so belastet denken,
dass im abgewickelten Radkérper (ohne
Zihne) einmal die mittlere Spannung 0,
das andere Mal die Spannung o, wie
man sie aus den GL (24) berechnet, wir-
ken. Die durch Aufschrumpfen des Zahn-
rades erzeugten Randspannungen ovs be-
tragen auf Grund dieser Ueberlegungen®)

fiir den Aussenrand am Zahnfuss:
05 = k(/) Ty — = — —

(35)

flir den Innenrand:
()'Si = r '(Tn'

Zu den so ermittelten statischen Schrumpf-
spannungen am Zahnfuss kommen noch die
periodisch verdnderlichen Biegespannun-
gen hinzu; die auftretende Maximalspan-
nung ist durch Superposition der Span-
nungskurven -zu ermitteln.

8, KAPITEL

SCHRAUBEN

Obschon es sich bei Schrauben um ein
Problem dreidimensionaler Spannungsver-
teilung handelt, kann man doch die Form-
wirkung der Gewindezihne in bezug auf
Biegung in erster Ann&herung mit flachen
Modellen von der in Figur 68 dargestellten
Form untersuchen. Es ergeben sich dann
‘dhnliche Aufgaben wie die im 7. Kapitel
behandelten.

A. Biegung ecines einzelnen Zahnes.

Die gegen die Flanke gerichtete Bie-
gungskraft P kann stets in 2 Komponenten,

P, und P,, Figur 68, zerlegt gedacht wer-
den. Die Komponente P, erzeugt in der Zahn-
fussabrundung Biegung, die Komponente
P, erzeugt ein reines Moment und eine
Normalkraft. Zur Ermittlung der Formwir-
kung fiir diese Krifte wurden die Experi-
mente 22 und 23 ausgefiihrt.

Es wurden drei Gewindearten unter-
sucht, ndmlich das Whitworth-Gewinde,
ferner das »Sdgezahn«-Gewinde, das durch -
eine zur Gewindeachse senkrechte und eine
zu ihr um 45° geneigte Kante charakteri-
siert und fernerhin als Buttress-Gewinde

%) Es ist zu beachten, dass es sich hier nur um eine Niherungsmethode handelt; die genaue Span-
nungsberechnung ist verwickelter, weil sich der Radkérper in Wirklichkeit nicht so frei defor-
mieren kann, wie der dieser Betrachtung zugrunde gelegte, in Fig, 20 strichpunktiert angedeutete,
auf Zug beanspruchte, unsymmetrische Balken,
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bezeichnet ist, und schliesslich das in den
Vereinigten Staaten hauptsichlich fiir
grosse Durchmesser hiufig verwendete

Lxp 25—

Exp 22—

Lap29

0|

Fig, 68. Belastungsschema fiir die Experimente
2224,

ACME-Gewinde mit trapezférmigem Ge-
windezahn und 29° Kantenwinkel. Dieses
Gewinde enspricht in bezug auf das An-
wendungsgebiet dem europiischen Flach-
gewinde.

Beim Whitworth-Gewinde wurden fiir
den Entwurf der Zihne die der Normal-
ausfilhrung entsprechenden Abmessungen
gewihlt, Beim Buttress-Gewinde, fiir das
keine Normalien bestehen, wurde das so-
genannte Kiirzungsverhiltnis gleich wie

beim Withworth-Gewinde, die iibrigen Di-
mensionen dagegen nach Gutdiinken an-
genommen. Beim ACME-Gewinde hingen

T/‘}

4

Fig. 69. Whitworth-Gewindezahn:
Kurve I— Biegung
Kurve II— Exzentr. Zug
Kurve III — Axialer Zug. -

die relativen Abmessungen des Gewinde-
zahnes etwas von der Steigung ab.?®) Es
wirden von diesem Gewinde vier Modelle
untersucht, die sich im wesentlichen durch
den Radius der Abrundung R voneinan-
der unterscheiden. Zwar ist in den Nor-
malien dieses Gewindes {iberhaupt kein
Radius vorgesehen, aber infolge der be-
grenzten Schérfe des bearbeitenden Werk-

?/}

A

S

\

Fig. 70. Buttress-Gewindezahn,

zeuges ist doch mit einer Rundung zu rech-
nen. Demenisprechend wurde bei dem
Entwurf des ersten ACME-Modelles ange-
nommen, dass ein Radius R, von der in
Figur 71 gezeigten Grosse etwa den Be-
arbeitungsverhiltnissen entspreche.

A,

Fig. 71, AcME-Gewindezahn mit R; = 1,6 mm.
f/IRy = 52,0,

%) Dies bleibt jedoch ohne wesentlichen Einfluss auf die Grésse der Formziffer, Angenommene

Steigung bei allen drei untersuchten Gewindearten: 4 Génge pro Zoll;

der Modellgewindezdhne: 20 fach,

gewdhlte Vergrosserung
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.1,.Das - zweite ACME-Modell wurde mit

einem Radius R,, wie ihn der normalisierte

.Spielraum zwischen Gewindekern und
T/"z
A
I
.
LAY ]
52

Fig. 72. ACME-Gewindezahn, Modifikation 2 mit
Ro =6,8 mm,

Mutter maximal zulisst, ohne eine Aende-
rung anderer Abmessungen zu bedingen,
entworfen.

Das dritte und vierte ACME-Modell
wurden mit noch grésseren Radien R, und
R, ausgefiihrt, Figuren 73 und 74, was bei

4

A

Fig. 73. ACME-Gewindezahn, Modifikation 3 mit

R3 — 11,7 mm,
gleichbleibender Mutter eine Zunahme der

Gewindetiefe t und deshalb eine Abnahme
des Kerndurchmessers bedingt,

Experiment Nr. 22

In diesem Experiment wurden die Ge-

windezihne durch die Komponente P, be-
lastet, und zwar bei den ACME- und
Whitworth-Modellen auf die in Figur 68
angedeutete Weise. Bei dem Buttress-Ge-

52

winde dagegen wurde der Kern der Lings-
achse nach eingespannt.

?r%

Fig. 74, AcCME-Gewindezahn, Modifikation 4 mit
R.= 23,0 mm,
Resultate. Die Resultate beziehen sich

auf die jeweils gréssern Spannungen, d. h.
bei den Whitworth- und ACME-Gewinde-
Modellen auf die Spannungen in der
Druckseite, bei dem Buttress-Gewinde da-
gegen auf diejenigen in der Zugseite, und
zwar zeigen die Kurven I in den Figuren
69—74 die Variation der gemessenen
Randspannungen. Als Festpunkt fiir die
Berechnung der Spannung 0y_ps wurde
der Schnittpunkt S in diesen Figuren ge-

wiihlt; somit
. 6 Pl*t
Op—fost = o

Die Formziffer k berechnet sich aus

— T gemessen
k, Tbfest
sieche Kapitel 1. Die ermittelten Maximal-
werte der Formziffern sind in Tabelle 21
degeben,

Tabelle 21.

Ort der Maximalspannung und Maximal-

werte der Formziffern fiir Gewindezdhne,

die durch die Komponente P, parallel zur
Gewindeachse belastet sind.

Gewinde l Radius ’Verhéltnis*fOrt* ‘Formziffern

|

|Ranzo| R | 9 kp, |
ACME—1 0,062 52,00 40 2,65
- BUTTRESS 0,460 7,06 70 2,46
I ACME—2 0,266 1220 | 55 . 200
WHITWORTH; 0,535 6,07 50 1,75 }
ACME—3 0,460 7,46 ' 55 | 1,75 |
0,904

ACME -4 400 65 1,54

* Siche Figﬁren 6974,



Durch Auftragen der Formziffer der
ACME-Modelle als Funktion des Verhalt-
nisses {/R auf logarithmisches Papier wurde
die empirische Formel

( f \0,54
kp = 1 -+ 0,25 ! —
£ R

— (36)
ernnttelt die erlaubt, die Formziffer fiir
n'gendemen Radius des ACME-Gewindes,
oder fiir #hnlich geformte und belastete
Konstruktionsteile zu bestimmen.

\

‘ Experzmem‘ Nr. 23.

In diesem Experiment wurden die Ge-
windezihne durch die Komponente P, be-
lastet, wobei die Modelle im Belastungs-
apparat um 90° gedreht wurden, Figur 68.
Wie,| ersichtlich, wurden dabei die Zihne
auf vexzentrischéjm Zug bedansprucht; dies
geschah, um die bei exzentrischem Druck
vorhandene Mbglichkeit | des Verwerfens
auszuschalten.

Resultat: Die gemessenen Spannungen
sind mittelst der Kurven II in Fig. 69—74
dargestellt und die berechneten Formzif-
fern in Tabelle 22 gegeben. Als Festpunkt
wurde wieder Punkt S gew#hlt. Die Fest-
spannung wurde aus der Formel

Opfost = Eifi 4+ . sz

berechnet, in welchen ¢ die Exzentrizitat
der Komponente P, in bezug auf die Mit-
tellinie des Zahnes bedeutet.

Tabelle 22.

Ort der Maximalspannung und Maximal-

werte der Formziffern fiir Gewindeziihne,

die durch die Komponente P, senkrecht
zur Gewindeachse belastet sind.

Gewinde* l Ort" 1 Formziffern ‘
; 1 & kP2
1 AcME—1 [50 221
- BUTTRESS | 75 1,94
ACME—2 i 60 1,84
WHITWORTH | 55 1,40
'ACME—4 L 65 1,57

* R und f wie in Tabelle 21,
** Siehe Figuren 69—72 und 74,

Analog zu der fiir die Komponente P,
aufgestellten Formel, Gleichung (36),
wurde auch fir die Komponente P, auf
Grund der Ergebnisse aus den Versuchen
mit den ACME-Modellen eine fiir das

. die Formziffern grosser als

ACME-Gewinde und #hnliche Formen und:
Belastung geltende Formel
V fIR

kp, =1 + 0,36 e (37)

aufgestellt.

B. Axiale Belastung der Schrauben durch
die Kraft L in Fig. 68.

Ausser den bereits untersuchten Span-
nungen treten noch solche infolge der zu
ibermittelnden Zugkraft L auf. Infolge
der Kerbwirkung der Zihne sind diese
von der axialen Kraft L herriihrenden
Spannungen am Zahnfuss bedeutend gros-
ser als die mittlere, "fiir den Nettoquer-
schnitt d berechnete Festspannung

Tp—fest — L/d

. Experzmem‘ Nr. 24. ,

Bel diesem an nur zwei Modellen dus-

geftihrten Versuch wurden die Modelle

auf die in Figur 68 angedeutete Weise auf

Zug beansprucht, und daraus wurden- fol-

gende Maximalwerte fiir die Formzdfer:‘
ermittelt: :

T gemessen”

WHITWORTH by = &SN o4
Tp—fest ;

ACME — 4: Cpy e s 5
Tp—fest

Der Spannungsverlauf ist in den Figuren
69 und 74 durch die Kurve III gegeben.

Bei der Anwendung der Resultate die-
ses Versuches ist zu beriicksichtigen,.
dass bei den beniitzten Modellen das
Verhiltnis D/d, Figur 68, und somit auch
bei einem
wirklichen Gewinde sind und deshalb ent-
sprechend reduziert werden miissen, im
vorliegenden Fall schitzungsweise 25%.

C. Lastverteilung auf die einzelnen
Gewindeginge, Fig. 75.

Die ideale Verteilung wire die, dass
jeder der n Gewindeginge die gleiche Teil-
last L/n aufnimmt. Durch ein einfaches
Experiment kann gezeigt werden, dass eine
solche Verteilung nicht einmal angendhert
vorhanden ist, es sei denn, dass es sich
um besonders konstruierte, mit grosster
Prizision hergestellte Spezialgewinde han-
delt.

Experiment Nr. 25,

Um die ungleiche Lastvertellung selbst
bei giinstigen Dimensions- und Material-
verhiltnissen zi1 zeigen, wurde das in Fi-
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gur 76 dargestellte Modell hergestellt und
der mittlere, den Bolzen darstellende Mo-
delteil mit einer Zugkraft von 173 (engl.)

L
Fig. 75. Theoretische Spannungsverteilung in

Schraube mit Mutter: a) rein elastisch; b} unter
Annahme einer idealisierten, aus zwei Geraden be-
stehenden Spannungs-Dehnungsdiagramms.

Pfund belastet. In den Punkten A wurden
die Spannungen und daraus die von den be-
treffenden Schnitten {ibertragene Last be-
stimmt, Durch Subtraktion der Lasten be-
nachbarter Schnitte erhilt man die von
den dazwischenliegenden Zihnen aufge-
nommenen Teillasten L, Tabelle 23, Die
in dieser Tabelle gegebenen Werte zeigen
deutlich eine starke Ueberlastung der er-
sten beiden Z#ihne.%%)

Tabelle 23.
Lastverteilung auf die einzelnen Gewinde-
gdnge, Figur 75.

. I

Zahn Teillast Belastungsziffer ’

L, ;

1 48,0 E, = 48/173 = 0,278 |

2 61,0 £, = 61173 = 0,353 ‘
3 21,3 E, = 21,3/173 = 0,123

4 21,0 E, — 21.0/173 = 0,116 2

5 207 | & = 217/173 = 0120

‘ i

- D. Schlussbemerkung.

Wie bereits eingangs dieses Kapitels er-
wahnt wurde, sind die fiir rechteckigen

Modellquerschnitt ermitteiten Formziffern
nicht ohne weiteres fiir Kreisquerschnitte
giiltig. Man wird jedoch in der Berechnung

Cellulord

Stohl

/
[#4o +o4)

Fig. 76. Modell zu Experiment 25.

der in den Abrundungen des Querschnitt-
iiberganges vorhandenen erhéhten Rand-
spannungen in Schraubenkopf und Gewinde
kaum grosse Fehler machen, wenn man fiir
die Formziffern die aus den spannungs-
optischen Zug- und Biegeversuchen, Ex-
periment 13, 22—24 gefundenen Werte
einsetzt, wenigstens solange es sich um
relativ kleine Verhdltnisse R/d handelt.
Anders verhilt es sich dagegen mit den
Resultaten des Exp. 14. Hier ist es viel-
leicht ebenfalls méglich, und zwar durch
Einfithrung gewisser Faktoren, das ermit-
telte Spannungsfeld auf den dreidimensio-
nalen Fall, d. h. auf den Schraubenkopi,
iiberzufiihren. Die Grésse solcher Faktoren
ist jedoch noch unbekannt; die Ermittlung
derselben bleibt weitern Versuchen bzw.
einer eingehenden Theorie vorbehalten.

%) Der Grund der stirkeren Belastung des zweiten verglichen mit dem ersten Zahn liegt vermut-
lich in einer an sich geringen Herstellungsungenauigkeit.
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ANHANG

Tabelle 1.
Spannungswerte (kg/mm2) des Epcperzmentes Nr. 1 fiir die gegebene Belastung und
: Dimensionen.

(mm) (mm) @ :ZFm¢i B a2 Oy Gy 7.7;_y
0 —24 0 —1,48 —0,05
0 —20 0 —1,48 —0,06
] —16 0 - —1,50 —0,10
0 —12 0 —1,50 -0,10
0 — 8 0 —1,39 —0,36
[t} — 4 0 —1,12 -—0,40
0 0 0 —1,01 —0,27 |
— 25 0 5,0 —1,17 —0,40 —0,40 —1,16 0,07 |
— 5,0 0 11,5 —1,08 —0,18 —0,22 —1,05 0,18 '
— 1,5- 0 20,0 —1,16 —0,27 —0,37 —1,05 0,29
—10,0 0 35,0 - —1,13 —0,20 —0,51 @ —0,82 0,39
—12,5 0 56,0 —0,90 —0,13 —0,66 —0,37 0,35
—150 - R 11,0 o —0,40" -—0,09 -—0,38 |- —0,10 0,07
0 4 [ B S —0,88 . —0,08
0 8 0 |+ 086 |. - 008
1] 12 0 ’ —0,72 0,02
-— 15 12 135 .- 0,68 . S
—15,0 12 30,0 - 0,51
—22,5 12 40,0 ...--0,29
0 16 0 T 066 | 0,03
0 20 -0 -7 —0,56 0,07 |
B Rk i
Tabelle 3. .
Wandern ‘der Szngularztat bei Anderung der Lage der Eznzelquerkraft und der
Stuz‘zreakz‘zonen
[ Ver- Stell | -
such ellung D g .om my X | y Bemerkungen
i 96,0 2,65 1105 130,5 0 —4.2
2 96,0 12,65 110,5 130,5 0,1 —3,6
1 3 96,0 22,35 | 1105 | 1305 0,2 —2.8
4 96,0 32,15 |- 110,5- |© "130,5 0,4 ~=~2,0
5 96,0 42,15 110,5° 130,5 3,7 1,2
6 48,3 4,00 55,25 75,25 1,0 —4,8
2 7 48,3 23,70 55,25 75,25 1,0 —3,9
e 8 48,3 43,50 55,25 75,25 3.8 2,2
9 48,3 43,50 45,25 75,25 3,0 1.4
3 10 48,2 43,50 . 35,25 75,25 1,0 4,6
11 48,3 43,50 25,25 75,25 0,6 3.8
12 48,3 43,50 15,25 75,25 0,3 1,5
13 48,3 43,50 5,25 75,25 —5,8 19
14 24,2 400 | 2820 | 4820 0 —4,6 .
14 | 242 | 400 | 2820 | 4820 0 7.0 } 2 Singulaititen
4 15 24,2 14,00 28,20 48,20 0 —34 , iy
15 | 242 | 1400 | 2820 | 4820 0 6,0 } 2 Singularitaten
16 24,2 23,70 28,20 48,20 0 —2.3 . n
16 242 | 2370 | 2920 | 4820 0 44 } 2 Singularitéten
17 24,2- 33,50 28,20 48,20 0 0.8
- 18 24,2 43,50 28,20 48,20 — —_— Keme Singularitit
5 19 24,2 43,50 16,60 48,20 — — Keine Singularitit
20 24,2 43,50 5,00 48,20 — T Keine Singularitét

* Dimensionen in mm
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Tabelle 5. ' Tabelle 7.

Formziffern fiir Druck. Formziffern tiir Biegung durch Querkraft.
I
i 1 D/d N ‘D/d
- . ‘ al ol ‘
Ridj o 129 Doy 3y, 2wy 1y, NP SOy 5 gy, 2 Ty, 1y,
Yyl —1 2  — | —|—i— — 110 s 2 — == L10
“15 1,53 11,451,553 1,57 | — 1,34 1.5 1,27/1,28 1,34/ 1,35 1,35/1,37"]
15,6 1,69 |1,63]1,69 | 1,66 — ' 1,38 15,8 1,33) 1,36] 1,40/ 1,41 1,38/1,38)
24,6 1,66 [ 1,53 [ 1,62 | 1,57 | — | 1,16 252 1,27 1,26/ 1,34 1,32] 1,29/1,15%
33,1 1,531,443 [145 | — | — 10,84 33,3 - | — 11,20/ 1,18 1,10/0,849)
39,0 — | — | — 1,03 — 052 38,0 pali Bl Bl Bl e 10,509
i, | 44 = 129 130 128 15| || e 32t 2 (1] 1y
8.2 142 (1,311,421 1,41 1,34 1,29 1, | w0l Toos ‘ ;
12,3 1,45)1,40 (1,45 | 1,44 1 1,36 1,31 = /2! 5| loos ,
16,9 146 | 141|146 | 1,42, 135 123 1 1103 ,
21,5 1431,3411,39 1,36 1 1,26 1,07 | ‘ ' i
' ' ' ' o0 [ ' | 4,3 1,090 — 11,12/1,16/ 1,16/1,18 1,16
o , Lo12,2 1,18 1,26/ 1,22/ 1,221 1,24/1,24 1,12
/4 8 1,01 116,17 1,21 1,27 1,22} 1,22 1,21/1,15 10,95
6 1,02 21,4 1,15/ 1,21] 1,18 1,14 1,14/0,97
4 1,05 1269 1,10/ 1,13] 1,12 1,08’ 1,05/0,81
2 1,08 135,0 0.99
2,5 1.29 41,0 0,83
6.5 1,36 52,0 0,63
10,5 1,36 70,0 0,26
14,0 1,35 90,0 0,13 .
18,0 1,34 x 210,07 ,
22,0 1,29 6 0,03 |
27,0 1,20 710,02 !
31,5 1,11 ‘ 11 10,01
40,0 0,88 . -
49,5 0,65 ‘ 8
58,0 0,41 - s 2 %'88
66,0 0,21 4 -1:00
75,0 0,07 : 2 1,01
90.0 0,00 | ; : 10— —|— 112 — | —| — | — 1,17
‘ 5,5 1,18 11,18
9,0 1,18 11,15
13,0 1,15 11,04
17,0 1,11 v
21,5 1,03
26,0 0,95,
30,0 0,87
40,0 , 0,68 , ‘
49,0 0,50 |
58,0 0,33 C "
67,5 0,18
L 76,0 0,08 j
90,0 0,00 |

1) Es sind hier einfachheitshalber die runden Werte 34, % und 6 gegeben,

2} «a» ist der Abstand vom Schnitt ¢ =0, Figur 19; fiir diese Messpunkte ist fiir Biegung die Form-
ziffer wie folgt definiert: k = gy : H (1—a}jW

8) Es scheint, dass infolge eines geringen systematischen Fehlers fiir die Verhiltnisse R/d = 1/,
und Y, die Werte in der Kolonne D/d = 3 etwas zu klein gemessen wurden.

) Bei diesen Werten sind die Winkel um 224° kleiner als die in der zweiten Spalte dieser Tabelle
gegebenen.
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Tabelle 8.
Formziffer fiir Biegung durch Querkraft bei verschieden grossem Hebelarm.
R=8 mm; D[d~6; m = 1,15 D; m, = 1,15 D 4 20 mm.

1/d
@ Druckseite Zugseite

2,2 1,6 1,0 0,4 2.2 1,6 1,0 0,4
12,2 1,18 —_— —— — 1,15 1,18 1,18 1,52
16,7 1,23 1,23 1,25 — 1,20 1,26 1,26 1,65
214 1,22 1,32 1,35 — 1,14 1,20 1,22 1,69
26,9 1,17 1,23 1,33 — 1,79
35.0 1.20 — 1,90
41,0 1,94 1,90
45,5 1,84 2,00
52,0 — 1,68
56,5 — 0,57

Tabelle 9.

Formziffern fiir Biegung durch Querkraft bei verschieden grossem Hebelarm.
R=12mm;D/d=3;m=D;m, =2D.

Druckseite | _ Zugseite
. ‘ - .
y 276 | 213 | 152 | 090 | 028 276 | 243 | 152 | 090 | 028
B N ‘ e ~ - !

1,9 115 | 1,10 | 1,11 | — — 117 | 119 | 1,17 S -
6.1 121 | 1,18 | 119 | 1,18 — 123 | 124 | 1,25 | 129 —
10,0 121 | 120 | 123 | 1,25 — 123 | 1,24 | 128 | 135 -
13,8 118 | 1,19 | 122 | 134 | 180 121 | 1,22 | 127 | 138 | 213
18,1 1,34 | 1,98 140 | 234
22,6 131 | 213 135 = 243
27,0 2,26 2,50
31,2 2,24 2,41
36,0 2,20

Tabelle 14.

Randspannungen in der Polbefestigung Il in kg/mm?® fiir eine Dicke von 10 mm und
eine Belastung C — 25400 kg.

Rand ’ Punkt i Spannung ~ Rand ! Punkt { Spannung
Unterster rechts i —71 ] Abrundung rechts 12 207
j —69 13 158
k —44 : h 81
3 —45 i 52
Unterster links 1 —71 i 0
J —84 } gy Abrundung links 13 137 ( 02
K —100 14 120
L —107 . 15 7
M —112 L 12
N —84 L-M ~ 0
4 —49

58



Hauptspannung o1

Tabelle 12.
in der Polbefestigung Il in kglmm® tiir eine Dicke von 10 mm und
eine Belastung C == 25 400 kg.

Linie a b c d e f g h i j k 1 m
24 —6 —2 —4 —4 —6 —8 —17 —6 —5 — — — —_
23 —4 —3 —1 —3 —8 —8 —9 —8 —17 — —_ — —
22 -2 —1 -3 -3 —12 -7 —13 —12 —11 —4 —6 — —
21 2 3 1 -2 —16 —14 —14 12 12 —4 —b6 — —
20 14 8 3 0 —16 —15 —14 —11 —12 —14 —4 —7 —
19 i1 13 5 3 14 14 11 —13 12 —4 -5 —5 —
18 20 16 1 3 —17 —-19 15 14 13 —4 —5 —1 —
17 22 18 17 0 —16 —17 16 —19 _14 —6 —1 —2 —2
16 25 2 21 5 14 -8 -—-19 —17 —16 —1 —5 —4 —2
15 26 24 24 13 —6 —11 28 23 23
14 25 28 29 22 5 —12 =31 —2
13 26 30 33 29 19 0 75
12 26 34 37 42 32 11 —_

11 28 34 42 43 24 10 —

10 18 15 23 5 8 4 35
9 6 4 7 3 —12 10 —2 31
8 -9 —12 —14 21 29 25 -1 —6
7 —24 29 31 —34 .42 37 35 —17 —14
6 37 —48 47 51 —60 57 55 -39 —3
5 —-51 57 —60 —67 —15 68 —72 66 —29 21
4 62 -—-74 —-76 84 -8 -8 78 —8 —44 64
3 -9 -—-92 92 -94 _94 —91 —89 -8 56 —719
2 -97 —106 —109 —113 —107 —100 --98 —80 —48 —43
i —12t —133 —133 —129 128 —115 —92 77 —42 —
0 —138 —138 137 —131 -—-126 —122 —103 —72 — —

Linie N M L K J 1 H G F E D C B
24 —17 —17 -7 —17 —1 —6 —5 —17 -7 —11 —10 —13 —13
23 -5 —5 —6 —6 —6 —6 —5 —1 —5 —5 —9 —6 —11
22 —4 —3 -3 —4 —4 —5 —5 —6 —4 —3 —6 —3 —7
21 —3 —3 —3 —4 —4 —4 —5 —2 —2 —1 —1 3 —1
20 —2 —2 —1 —2 —3 —4 —8 1 —2 -—1 4 1 3
19 -2 0 0 —1 —2 —2 0- 0 1 0 7 8 11
18 1 3 5 6 4 1- —4n 4 3: 2. .12 6. 174
17 1 0 0 3 1 —1 —1 8 8 i1 19 22 20
16 10 3 0 0 7 14 14 i5 22 12 - 19
15 4 8 10 19 17 19 21 21 21
14 12 21 19 21 17 19 21 22 22
13 29 21 17 18 19 19 20 19 21
12 21 34 14 12 16 18 19 19 15 20
11 14 27 9 2 9 9 13 9 13 18
10 29 3 19 2 10 —6 2 5 4 8 9

9 9 1 12 —19 —28 —26 —15 —10 —8 —6 —8
8 —3 0 —8 2 =29 —65 —36 —28 —26 26 —21 18
7 —8 13 —19 —15 _36 —51 46 —43 —39 41 37 —33
6 —27 —28 -—-35 —25 —50 —60 —64 —56 —48 48 46 —49
5 —38 34 44 37 62 —72 -6 —69 —63 60 —60 —59
4 -—37 —39 4 —41 —T71 —80 - —81 80 —77 —14 —72 —72
3 —39 —39 —48 —40 —75 —82 —89 8 —8 8 86 —87
2 —43 51 —41 74 —87 -9 —92 —90 99 —102 —102 |
1 —33 —68 —84 —9% 98 —107 —117 —119 122
0 — — —81 —94 —10f 105 —114 —123 —130




Tabelle 13.
Hauptspannung a, in der Polbefestigung Il in kg/mm® tiir eine Dicke von 10 mm und
eine Bela_stung C = 25400 kg.

Linie  a b c d e f g h i j k 1 m

|

|24 36 41 40 35 24 23 22 27 24 — — — —
23 38 42 4 36 25 23 22 25 22- — — — —
22 40 44 42 36 25 25 24 21 18 22 15 — —
21 41 45 43 37 26 26 25 21 18 22 15 — —
20 43 47 45 39 28 28 26 2 19 . 22 16 12 —
19 44 49 47 42 31 30 27 23 19 22 15 14 —
18 44 50 50 44 34 32 30 23 19 21 13 17 —
17 45 50 53 50 37 36 33 24 21 22 16 13 11
16 45 52 57 55 43 42 40 26 16 15 10 8 6
15 45 54 60 60 52 52 46 34 9 ;

T 43 52 62 65 61 65 58 59

[ 13 43 49 60 69 69 87 74 ‘

Lo12 38 42 53 65 78 105 . .

|11 31 38 47 61 74 102 , =

10 - 29 36 45 57 69 95 165 .

! 9 28 34 41 51 62 84 117 161

; 8 27 32 38 46 55 72 9% 128 :

| 7 25 29 34 40 48 61 77 102 142 :

| 6 2 25 29 34 40 50 61 81 119

| 5 19 21 23 28 32 39 48 62 100 92
4 15 16 18 22 26 33 - 42 50 82 79
3 11 11 13 16 19 25 36 44 80 83
2 6 7 7 9 11 15 22 29 64 60
1 2 2 3 3 4 6 8 12 - 45
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -

Linie N M L K J I H G F E D C B
24 14 20 25 26 27 25 24 32 28 25 25 28 30
23 15 22 24 25° 28 25 25 217 21 19 19 20 22
2 16 17 27 26 30 26 25 25 20 19 19 20 22
21 14 15 25 28 30 27 25 23 19 20 19 21 22
20 12 16 29 32 32 28 26 24 21 19 19 21 22
19 9 20 31 30 33 .30 27 24 19 19 19 20 21
18 9 18 32 39 36 32 27 21 18 17 17 18 19
11 9 15 30 40 40 34 29 19 16 15 15 16 18,
16 30 45 45 39 31 17 14 13 13 13 13
15 : : 57 43 33 14 12 1 10 9 10
14 . 79 53 34 10 8 7. 6 6 6
13 . 101 61 37 6 5 3 3 3 3
12 _ _ 137 104 62 35 0 0 0 0 0 0
11 : 118 99 60 33 32 28 26 26 30 32
10 130 102 94 54 33 32 28 26 217 31 34
9 ‘ 107 89 84 49 30 32 29 27 28 33 35
8 99 97 82 79 46 30 33 29 27 28 33 36
7 92 92 79 76, 44 29 33 29 27 28 33 37

| 6 90 89 75 72 40 . 25 32 29 27 28 33 37

I 5 100... 88 70 66 36 23 33, 29 21 21 32 37
4 91 83 70 66 34 21 34 28 25 26 32 37

, 73 74 78 67. 65 30 18 34 27 23 24 30 35

L2 72 63 . 62 26 15 33 26 21 21 27 33
1 . 56 22 8 32 24 20 20 23 29
0 » 0 28 22 19 19 20 24

H
]
i
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Hauptspannung

o, in der Polbefestigung Il in kg/mm® fir eine

Tabelle 15.

eine Belastung M — 25 400 kg.

Dicke von

10 mm und

Linie a b ¢ d e f g h i k i m n o
20 4 7 10 7 4 4 3 {1 -2 -4 -8 12 22 29 36
19 6 10 12 11 8 8 7 8 i -2 -7 —13 —-26 —36 —40
18 i 11 14 14 11 11 i0 15 1 4 2 12 34 —46 51
17 7 12 16 16 12 14 12 20 10 1 —11 —46 —66 —64
16 8 14 18 20 17 18 15 26 11 8 2 —12 69 178
15 i1 19 24 26 24 24 19 30 12
14 14 23 28 30 29 32 29 34
13 22 30 36 38 40 54 30
12 12 20 24 27 28 58 .23
11 —6 —2 3 4 2 —4 _38
10 —20 —18 —18 —24 31 —40 —46
9 33 —34 36 —44 —52 —65 —65 —75
8 —42 —44 —52 —64 —74 —86 —93 __106
7 50 —52 —59 71 —80 —90 —97 107 —110
6 —60 —61 —69 —78 —84 —89 —96 —105 —111
5 67 —69 —73 —80 8 -—8 —94 —101 _109 —117
4 _73 —75 —79 8 _84 —8 —90 —94 —96 102 —89
3 8 —8 85 _87 —8 -84 —8 _83 —73 —60 —20
2 8 8 -8 -8 _8 —175 —70 60 —46 —29 _6
1 —92 —92 —89 —8 _ 74 —64 —53 —38 —22 —10
0 - 96 —93 —90 —84 _70 —56 —42 —24
Linie O N M L K J I ‘H G F E D C B
20 —23 -2 26 —25 22 —17 11 —6 —4 -1 1 0 2 3
9 —26 —28 —26 —24 18 —11 —5 _1 0 1 1 2 -3 4
18 34 37 —30 —23 13 —6 —1 2 2 2 0 2 4 5
17 48 54 37 —19 —8 0 2 5 2 2 1 2 5 6
16 —75 36 20 —1 4 5 5 1 1 0 1 4 6
15 6 5 4 0 0o —1 0 5 8
14 9 5 4 0 3 0 2 i 12
13 10 7 6 2 2 3 6 11 17
12 -6 —4 -7 -6 —8 —3 -5 3 4 7
1 —29 —26 -—-25 20 —20 —20 —19 —17 —13 —10
10 —61 58 —51 —43 34 —31 —30 —31 —28 26 —22
9 —83 77 —67 —56 —46 43 —41 41 38 —36 —34
8 —103 9% 87 —76 --67 —58 54 —51 —50 ..46 —43 —41
7 -17 —-98 —89 —81 74 —64 —61 -—-58 58 —54 —51 50
6 —142 125 —102 —92 —8 —8 —70 —67 —65 —64 —60 -—-58 —58
5 —104 106 —»2 —87 —83 -8 —71 70 —69 —70 —66 -—65 —67
4 —48 68 —66 —69 -7t —73. —68 70 —71 —I13 72 —71 73
3 —46 —46 —54 --58 64 —63 —68 —72 76 —18 18 —81
2 -—-38 —46 50 —56 57 —65 —70 —76 —80 —B8O —85
1 —46 —49 —52 58 —66 —76 —83 88 —90
0 —-49 —61 —74 —94

—36

—87 —92

61



Tabelle 16.
Hauptspannung o, in der Polbefestigung Il in kg/mm® fiir eine Dicke von 10 mm und
eine Belastung M — 25 400 kg.

Linie a b c d e f g h i j k 1 m n o

20 28 35 38~ 37 38 40 39 41 38 10 40 40 34 29 22
19 28 36 40 41 42 45 45 50 45 48 47 47 39 30 24-
18 29 37 41 43 46 50 51 59 52 56 54 54 - 46 30 19
17 29 37 43 46 50 58 60 71 62 63 59 59 52 25 12
16 28 37 44 49 55 66 71 88 74 74 65 54 51 0
15 26 34 42 50 59 75 87 115 92 81 .
14 23 31 42 50 64 93 120 148
13 23 32 42 53 72 122 181
12 24 35 48 62 83 195 239
11 28 42 57 72 90 112 214
10 31 46 58 70 81 92 115
33 48 56 64 69 67 61 55
32 44 51 54 52 44 33 18
29 40 44 47 48 41 33 18 —16
24 33 37 40 40 37 32 23 3
21 25 29 31 34 31 30 26 20 —6
17 19 22 25 28 26 26 24 22 14 31

11 12 15 17 19 18 18 15 12 10 —4

5 6 8 11 12 11 10 7 3 —1 -0

2 2 5 8 6 6 7 6 2 2

Linie O N M L K J I H G F E D C B

RN WR TR0 O

20 10 11 11 11 10 13 14 16 14 15 19 22 25 217
19 8 16 16 14 12 14 15 15 12 14 18 21 24 26
18 3 17 18 17 16 14 14 14 12 13 16 20 24 27
17 —14 14 19 19 18 15 12 13 10 12 15 19 23 26
16 4 6 12 15 14 12 13 9 9 13 17 22 25
15 16 13 13 8 8 11 14 19 22
14 19 13 12 7 8 8 12 17 20
13 24 19 17 10 9 10 13 17 19
12 26 20 17 14 9 4 9 13 16 20
1 17 16 13 10 5 4 7 12 17 22
10 —13 7 10 9 10 7 7 11 15 18 26
9 —16 4 8 10 i2 9 9 13 16 21 28
8 —-50 —12 3 10 13 16 12 12 16 18 22 27
7 —34 5 5 12 15 18 15 15 18 19 22 26
6 —38 —23 —1 6 10 12 15 12 11 14 16 18 22
5 —22 —11 4 7 9 10 13 10 9 12 14 18 19
4 —2 0 10 11 11 11 13 10 8 12 12 15 16
3 —3 5 6 5 6 7 5 4 8 8 10 10
2 -3 —2 =2 0 3 1 0 2 4 6 5
1 —12 -8 _3 0 0 0 0 1 0

' . . Tabelle 17.
Randspannungen in der Polbefestigung Il in kglmm® fiir eine Dicke von 10 mm und
eine Belastung M — 25 400 kg.

Rand - Punkt Spannung { Rand ’ Punkt ; Spannung
unterster i L —10 Abrundung i 11 221
rechts ! — 4 } O rechts . 12 262 l
k 0 : 13 194
— L i 1 14 95
unterster I 30 ‘ 15 | 71
links J 31 ————
K P33 - Abrundung | 14—15 30 l
"L -3 o1 |, links ‘ 13 4
M —2 | L 2
N

—12
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