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Entwicklung und heutiger Stand der 

Photoelastizität und der Photoplastizität im Rahmen der 

Gesamt-Experimentalelastizität 

Von R. V. Baud 

-·-

1. Einleitung. 
Seit 1927 besteht an der ETH ein photoelasli

sches Laboratorium, welches bisher auf mehr 
physikalischer Basis reine Forschung betrieb, vgl. 
Tätigkeitsbericht von Prof. Dr. Tank [l].1

) In Er
wägung, dass dies auf die Dauer nicht Selbstzweck 
des Laboratoriums bleiben konnte, sondern dass es 
auch der Industrie zugänglich gemacht werden 
sollte, ferner dass einfachere Methoden vielfach 
genügen, um die seitens der Technik gestellten 
Aufgaben zu lösen, wurde 1935 in Verbindung mit der 
EMPA begonnen, das Laboratorium so auszubauen, 
dass die Möglichkeit besteht, nebst den bisher 
hauptsächlich gepflegten Methoden [2] auch noch 
mehr teclmisch orientierte Methoden [3] anwenden 
zu können. Um dieser Aufgabe gerecht \verden zu 
können, war es notwendig, sich über die Entwick
lung und den heutigen Stand der photoelastischen 
Methode im Rahmen der Gesamt-Experimental
elastizität Rechenschaft abzulegen. Das Resultat 
dieser Untersuchung ist im vorliegenden Bericht 
zusammengefasst, der notgedrungen nur da<; 
·wesentlichste in groben Zügen darstellen kann. 
In bezug auf Einzelheiten. muss deshalb auf das 
Schrifttum verwiesen werden, so u. a. auf das 
Standardwerk von Coker und Filon [4], in wel
chem Optik und Elastizität einschliesslich gewisser 

1) Die in eckigen Klammern gegebenen Zahlen bezie
hen sich auf die im Literaturverzeichnis S. 1G zus~m
mengestellten Veröffentlichungen. 

Spezialfragen, die Entwicklung der Theorie der 
Doppelbrechung, sowie die von beiden Forschern 
erzielten photoelastischen Ergebnisse ein:gehend 
behandelt sind. Während der Niederschrift und 
dem Druck dieses vorbildlichen vVerkes hat die 
photoelastische Methode eine weitere Entwicklung 
durchgemacht, die zum Teil in kleinem Hand
büchern von Filon L5J, sowie Föppl und Neubcr [6] 
beschrieben ist. 2) 

Doch blieb sie hiermit nicht stehen, sodass 
effektiv keines der genannten Bücher einen er
schöpfenden Ueberblick über den Gesamtstand der 
photoelastischen Methode gibt bzw. geben kann, 
eine Lücke, die der Verfasser mit dieser Arbeit 
auszufüllen bestrebt ist und in der er zugleich die 
Gelegenheit ergreift, neue methodische Möglich
keiten zu erörtern. 

vVas die stoffliche Einteilung anbelangt, muss 
vor allem etwa unterschieden werden, ob der 
Körper 

A. statisch 
C. elastisch 
E. zweidimensional 

B. dynamisch 
D. plastisch 
F. dreidimensional 

beansprucht ist. Aus dieser Unterteilung allein 
ergeben sich theoretisch bereits acht Kombina-

2) Einige weitere in Buchform erschienene, rus
sische \Verke sind dem Verfasser der Sprache wegen 
nur in beschränktem Umfange zugänglich, sollen aber 
der Vollständigkeit halber hier ebenfalls erwähnt wer
den [7]. 
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Abb. 1. Schematische Darstellung der Doppelbrechung 
und der Gangdifferenzen. 

Gleichung I nach.J\foxwcll-\iVcrlheim (1850/185/i); 
Gleichung II und lJl nnch Favrc (1927). 

Lionsmöglichkeilen. Berücksichligt man noch Zwi
schenzuslände, beispielsweise statische Vorspan
nungen bei dynamischen Zuständen oder elastisch
plastische Beanspruchung der Körper etc., zieht 
man ferner in Betracht, dass das Spannungsfeld 
enlweder durch äussere Kräfle oder durch Tem
peratureinflüsse oder infolge gewisser Herstel
lungsverhältnisse hervorgerufen sein kann, dann 
ist infolge dieser weiteren Unterteilungen die Zahl 
der Zustände und damit auch die Zahl der Kom
binationsmöglichkeiten noch ganz wesentlich 
grösser. Dem heutigen Entwicklungssland der 
optischen Methode entsprechend, werden wir in 
der vorliegenden Arbeit nur die Kombinationen 
ACE, AC F, B CE und ADE, PholoplasliziLüL, 
elwas ausführlicher behandeln. 

II. Der statisch-elastisch-zweidimensionale Fall. 

a) Grundlagen und Entwicklung der rein photo
elaslischen und der photoelastisch-gmphischen 

Methoden. 

Die photoelastische Methode ist im allgemeinen 
ohne weiteres dort anwendbar, wo es sich darum 
handelt, experimentell jene statisch-elastischen 
Spannungsaufgaben zu lösen, die man in der 
Elastizitätslehre als Scheibenprobleme zu bezeich
nen pflegt. Bei solchen Problemen haben bekannt
lich die äusseren Kräfte P 1 , •. P" (Abb. 1) keine 
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Komponenleu senkrechl zur Scheibenebene. Im 
engem Sinne") beruht sie auf der vorn Physiker als 
«akzidentelle Doppelbrechung» hezeichnelen Er
scheinung, die darin beruht, dass isolrope, somit 
einfachbrechende Malerialien unter der Einwir
kung äusserer Kräfle bzw. unler dem Einfluss der 
durch diese Kräfle hervorgerufenen Spannungen 
bzw. Dehnungen diese Malerialien anisotrop und 
doppelbrechend werden, sich dann also wie nach 
beslimmten Achsen orienlierte Krislallhaufen ver
hallen. Die Achsrichlungen der Krislalle sind da
bei in der Dickenrichtung der Scheibe konslanl, 
variieren aber sonst von Ort zu Ort und - was 
wichlig ist - slimmen in jedem Punkt mit den 
Hauplspannungsrichlungen m, n (Abb. 1) überein. 
Auf dieser Erscheinung und der bekannlen Tal
sache, dass Licht in Krislallen nur in den Achsen
richtungen schwingen kann, beruht die Bestim
mung der Hcmptspanmmgsrichlungen a, vgl. [3]. 
Ausserdem ändert das in den beiden Achsenrich
tungen schwingende Licht um ein ~Weniges seine 
'i\Tellenlänge, und zwar in den beiden Richlungen 
m und n im allgemeinen ungleich, jeweils ent
sprechend dem vorhandenen Spannungszustand, 
während die Frequenz des Lichles immer konstant 
ist. Dies bedingt ungleiche Geschwindigkeit der das 
Modell durcheilenden Strahlen 1 und 2, mit dem 
Ergebnis, dass sie beim Austritt aus dem Modell 
unter sich und gegenüber dem ursprünglichen 
Slrahl 0 phasenverschoben sind, und zwar um die 
Beträge R 1, R2 und R3 (vgl. Abb. 1). Zwischen die
sen Gangdifferenzen einerseits und den Spannun
gen 0 1' 02 andererseils bestehen nun die in Abb. 1 
angegebenen gesetzmässigen Beziehungen, die die 
Grundlage zur Bestimmung der Spcmmmgsgrössen 
2 Tmux= (01-0,), o1 und o2 bilden, vgl. [2] und [3]. 
Damit isl das Spannungsproblem gelöst, zunächsl 
allerdings nur für die betreffende Modellscheibe. 
Sind die Resultale auf eine Konstruktion zu über
tragen, was im allgemeinen der Fall isl, dann müs
sen die Modellregeln, Absatz d, beachlet werden. 

Zur Analyse der Vorgänge im Modell isl un
geordnet schwingendes Licht, wie es normaler
weise in der Natur vorkornml, unbrauchbar. Es 
wird vielmehr möglichst einfach schwingendes, 
das heisst polarisiertes Licht benötigt. Auf die 
Ordnung in bezug auf die Schwingungsform, das 
heisst auf die Polarisalion, hat als erster Malus 
1808 hingewiesen. Die Erzeugung polarisierlen 
Lichtes war Vorbedingung für die Enldeckung der 
akzidentellen Doppelbrechung, die denn auch kurz 
nachher, 1813, durch Seebeck erfolgle, während die 

3) Es werden des öftern gewisse Methoden als pholo
elastische bezeichnet, die weder auf akzidenteller Dop
pelbrechung beruhen noch überhaupt die ,V erw~nd~mg 
von Licht zur Voraussetzung haben, das he1sst, die luer
hei verwendeten Modelle können auch undurchsichtig 
sein. Wir bezeichnen weiterhin diese Methoden als 
pseudo-photoelastische und wollen damit zum Aus
druck bringen, dass es sich hierbei nicht um eigentliche 
photoelastische Methoden handelt, sondern um Metho
den, die die photoelastische Methode in gewisser Be
ziehung ergänzen. 



Doppelbrechung in Kristallen, z. 13. Kalkspaten, 
schon Bartlwlinus, Newton und Huyghens bekannt 
war. Eine erstmalige Deutung im eingangs dieses 
Abschnittes beschriebenen Sinne erfuhr die ge
nannte Erscheinung (1816) durch Brewsler [8]. 
Insbesondere hat Brewster die :Möglichkeit, auf 
diese ·weise die Hauplspannungsrichtung a zu 

- f'o!arisofof' 

abhängig is l. Ein vom V erfass er hinzugefügter 
Faktor c berücksichtigt Absorption und andere, 
jeweils kaum im einzelnen feststellbare Begleit
erscheinungen, wie Depolarisation, Streulicht 
und dergleichen. Aus diesem Grunde wird von den 
Gleichungen IV-VI praktisch nie direkter Ge
brauch zwecks ErmiLLlung von R3 gemacht, vgl. 

Ene1•gicgleiclnmgen: 

Ohne },.(4 Platten (eben polarisiertes Licht): 

E = c Eo sin2 2 a sin 2 R,_ • 7T IV 
}. 

J\Iit abgestimmten }.j!i. Platten (zirkular polarisiertes Licht): 

• 2 R, E = c Eo Sill -··--- • 7T V 
}. 

Mit beliebigen )/4 Platten (elliptisch polarisiertes Licht): 

E f E . "R., 
== c • • o s1n- }l;- 7r 

f = cos 2 2 ß + sin 2 2 ß cos2 L1 VI 

L1 = ; ( (n; - ~)}.1 _ ,1 ) 
{n1 - 112 ) ).

1 

Gleichung IV nach Neumann (18'11) ; Gleichung V noch J\rnxwe1l (1850): 
Gleichungen VI nuch Bund (1931). 

Abb. 2. Energiegleichungen und schematische Darstellung des Energiedurchganges. 

bestimmen, klar erkannt. In der Folgezeit sind 
voneinander elwas abweichende, aber auf dem 
Brewsterschen Grundprinzip beruhende Unter
suchungsarten entwickelt worden (vgl. Tab. A). 

Gleich an dieser Stelle sei auch noch auf ein 
neueres Verfahren hinge\viesen, welches sich 
spröder Anstriche bedient und die direkle Sichl
harmachung der Trajektorien ermöglicht. Es 
beruht auf der Talsache, dass beim Ueberschreiten 
einer gewissen Zugdehnung diese Anstriche slels 
senkrecht zur Richtung der grösslen Dehnung, 
also in einer Hauptspannungsrichlung, zerreissen, 
sodass in geeignelen Fällen direkt der eine Satz 
der Trajektorien sichtbar wird.4) 

Nach weiterer Förderung der auf akzidenteller 
Doppelbrechung beruhenden Forschungsmethode 
durch Fresnel (1820) und Biot (1820) wurde sie 
1841 durch die Arbeiten F. Neumanns [11] auf eine 
wissenschaftliche Grundlage gestellt. Unter ande·
rem hat Neumann die grundlegende Formel IV 
(Abb. 2) abgeleitet. 5) Sie besagt, dass die durch 
das Modell durchgehende Energie ausser von 
der ursprünglichen Energie E

0 
von der Haupt

spannungsrichlung a (Abb. 1) und dem Ver
hältnis der Gangdifferenz R

3 
zur Wellenlänge Je 

4) Bei Druckgebieten sind die Verhältnisse dagegen 
noch nicht eingehend abgeklärt, während sich solche 
Gebiete photoelastisch ebenso einwandfrei untersuchen 
lassen wie Zuggebiete oder gemischte Felder. Wo an
dererseits der Anwendung der photoelastischen Me
thode Schwieriglreiten im Wege stehen, kann unter Um
ständen mit gutem Erfolg die oben beschriebene, als 
«Dehnlinienverfahre1rn bezeichnete Methode, vgl. [31], 
herangezogen werden. 

5) Eine einfache Ableitung dieser Formel findet sich 
in [3]. 

S. 6 und 7. - Neumann leglc allen seinen Ueher
legungen Dehnungen stalt Spannungen zu Grunde, 
sodass weiler von ihm aufgestellte Beziehungen 
elwas undurchsichtig und vermutlich aus diesem 
Grunde unberücksichligt blieben. Angeblich hat 
dann Wertheim [12] 1854 als erster die Grundglei
chung I in der in Abb. 1 angegebenen einfachen 

Tabelle A. 
Methollcn zur Bestimmung der Hauptspannungs

richtungen a. 

Methode 1 Q II 1 Aus- r ue e nwssung l\forkmnle 

A 1 

1 1 1 

p 

1 

Beobachtung durch Fern-
mhr, vgl. [2] 

A2 

1 1 1 

F 

1 

Projektion auf Schirm 
ocl. photogr. Platte, vgl. [3] 

1 

1 
1p;F1 Drehung zweier ~ -Platten A3 

1 
Tnnk [9] 

A t1 

1 

Mindlin 

1 

[10] 1p;]<'1 Beobachtung des reflekt. , 
Bildes, vgl. Abb. 12 

P =punktweise, F = fliichenliail. Niihercs hierüber vgl. Alisnlz c, 

Form aufgeslellt, doch findet man dieselbe schon in 
den Arbeiten Maxwells [13] 1850. Maxwell hat aus
serdem erstmals dem optischen System sogenannle 
Vierlelwellenplalten beigefügt. Dadurch ver
schwindet der Ausdruck sin2 2 a in Formel IV und 
sie vereinfacht sich zu Formel V.0

) Die Formeln I 
und V besagen nun, dass Kurven konstanter Haupt-

schuhspannung r = a1 - a2 die gleiche Gang-
n1ax 2 

6) Eine vollständige Ableitung dieser Formel findet 
sich in [29]. 
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Tabelle B. iUethoclen zur Bestimmung cler Spannungsclifferenz (a1-a2). 

Methode 
1 

Quelle 
1 

Ausmessung 
1 

Merkmale 

B 1 

1 

\Vertheim 

1 

[12] 

1 

p 

1 

Gepresster Glasblock als Kompen-

1 
sator 

B 2 
1 

Kerr 
1 

[14] 
1 

p 
1 

Kristallkorn pensator 
1 

B 3 

1 

Coker 

1 

(!1] 

1 

p 

1 

Auf Zug beanspruchter Streifen 

1 

Ueberlagerte Projektion von Modell 
als Kompensator und Streifen auf Schirm 

B !1 

1 

Baud 

1 

[3] 

1 

p 

1 

Auf Zug beanspruchter Streifen 

1 

Projektion auf Schirm, Beobach-
als Kompm•ator tung der empfindlichen Farbe 

B 5 

1 

Baud 

1 

[15] 

1 

P;F 

1 

Auf reine Biegung beanspruchter 

1 

Projektion auf Schirm oder 
Streifen als Komparator photographische Platte (Film) 

B 6 

1 

Tank 

1 

[9] 

1 

p 

1 

Mittelst einer Viertel- und zwei 

1 

vVinkelmessung 
Halbwellenplatten 

B 7 
1 

Tai·dy 
1 

[70] 
1 

p 
1 

Drehung des Analysators 
1 

vVinkelmessung 

B 8 
1 

Baud 1 Vorl. Arbeit 
1 

P;F 
1 

Photogrammetrisch 
1 

Photozelle 
1 

B 9 
1 

Baud 1 Vorl. Arbeit 
1 

p 
1 

Spektmskopisch 
1 

Spektroskop 
1 

differenz R
3 

aufweisen und somit Kurven konstan
ter Energie E darstellen. Bei zunehmendem Tmax 

ergibt sich so bei Ver,vendung monochromatischen 
Lichtes ein fortwährender ·wechsel: dunkel - hell 
- dunkel etc. Bei weissem Licht ergeben sich 
mischfarbige Bänder,7) die sogenannten Isochro
maten. 8) Maxwell und die meisten Forscher nach 
ihm haben jedoch, der Literatur nach zu beur
teilen, übersehen, dass es sich bei den Iso
chromaten nur angenähert um Linien (01-02) 

= konstant handelt, indem nämlich die Viertel
wellenplatten nur für eine einzige bestimmte 
·wellenlänge },1 des weissen Lichtes eine Gang
differenz von einer Viertelwelle ergeben. Nur für 
diese spezielle Wellenlänge },1 wird das Licht 
genau zirkular polarisiert, \vie es für die Gültigkeit 
der Formel V erforderlich ist. Bei andern Wellen
längen als A.1 ist das Licht bereits etwas elliptisch 
polarisiert, wenn es in das Modell eintritt; infolge
dessen geht die Unabhängigkeit von der Haupt
spannungsrichtung wieder verloren, was durch 
den Faktor f in Formel VI zum Ausdruck gebracht 
wird. Diese im Jahre 1931 vom Verfasser [16] 
vorgenommene Richtigstellung schliesst jedoch 
den Versuch mit weissem Licht nicht aus, da 
man auf den Isochromaten in gewissen Ab-
ständen die jeweiligen Korrekturfaktoren anbrin
gen kann, was für praktische Zwecke meist 
genügen dürfte. Es ist dies von Bedeutung bei 
Materialien mässiger Doppelbrechung, da bei sol
chen Stoffen bei Verwendung weissen Lichtes die 
entstehenden Mischfarben eine grössere Anzahl 
Linien liefern, als dies bei monochromatischem 

7) Eine genaue Analyse dieser Mischfarben wurde 
von Wright und dem Verfasser ausgeführt, vgl. [29]. 

8) Fehlen dagegen die Viertelwellenplatten, so sind 
die Isochromaten von dunkeln Bändern, den soge
nannten Isoklinen, das heisst Kurven a =konstant, 
durchsetzt, Methode A 2, vgl. [3]. 
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Licht der Fall wäre, woraus sich eine bessere 
Abstufung der Feldwerte ergibt.9) 

Im einzelnen kann nun die Auswertung der 
Gleichungen I und V bzw. VI zwecks Ermittlung der 
2 rmax = (01-02)-·werte 10

) auf die in Tab. B an
gegebenen Arten erfolgen. Allen Methoden gemein
sam ist der Umstand, dass von Absolutbestim
mungen Umgang genommen, dafür in irgendeiner 
Form ein einachsiger Spannungszustand zwecks· 
Eichung bzw. Messung herangezogen wird. Diese 
Eich- bzw. Messweise beruht auf der Tatsache, 
dass, sofern lediglich die Gangdifferenz R

3 
in 

Frage kommt, die Spannungszustände (a) und (b) 
in Abb. 3 optisch identisch sind, indem RE= R

3
, 

vorausgesetzt o E = 0 1-02 , das heisst man kann 

(b) 

E/chsfab: 

(C} (d) 

f 
Zustünde a, b optisch identisch 
Zustiinde c, d mit Zuständen a, b optisch identisch bis auf Vorzeichen. 

Abb. 3. Darstellung optisch äquivalenter Spannungsz,u
stände, sofern lediglich die Gangdifferenz Ra in 
Frage kommt. 

9) Durch die auf S. 10 geschilderte Art der Versuchs
ausführung lässt sich die hier beschriebene Schwierig
keit einwandfrei umgehen. 

10) An lastfreien Rändern erhält man direkt die Rand
spannung a R = a1 bzw. a R = a2, indem eine der beiden 
Hauptspannungen an solchen Rändern verschwindet. 



mittelst eines einachsigen Spannungszustandes ~

7
1 

den entsprechenden zweiachsigen bestimmen. 
Schaltet man beispielsweise die Spannungs
zustände (a) und (c) oder (a) und (cl) (Abb. 3) 

6 
hintereinander in den Lichtweg ein, dann ist 
RE = -R3, somit ist die Gesamtgangdifferenz 5 

RE+ R 3 = 0, das heisst man hat die Gangdifferenz 
4 

R3 mittelst R kompensiert und es ist dann o1-o2 = aE 

[ ~cf[0 . sin2 f! ir. 

E- o für n- f „ ~- 21 3; „. 

(Methoden B 1 und B 3). An Stelle des Spannungs- J 

zuslandes Abb. 3c bzw. 3cl kann man einen 
Kristallkompensator verwenden, dessen Ablesun- 2 

gen dann ebenfalls an einem einachsigen Zustand / 
zu eichen sind (Methode B 2). Man kann aber auch 
die Spannungszustände des Eichstabes und des 
Modelles vergleichen (Methoden B 4, B 5). Ferner 
ist es möglich, die Messung der Gangdifferenz R„ 
auf eine "Winkelmessung überzuführen (Methoden 
B 6 und B 7). Schliesslich ist noch die photogram
metrische und spektroskopische Ausmessung mög
lich. 

Bei der photogrammetrischen Ausmessung be
ginnt man am besten damit, einen Eichstab ein-. 
achsig zu beanspruchen und mittelst Photozelle die 
Eichkurve (Abb. 4a) aufzunehmen. Sind Wellen
länge und Viertelwellenplatten genau aufeinander 

E 

[ 

Abb. 4. Eichkurven bei Verwendung: 

a) monochromatischen Lichtes 

"-------'l'r--'-------'ll,----11+---'+-'----->:fl, bezw. kglcm 2 

-)>-- RE bzw. <JE im Eichkörper 
-)>-- R3 bzw. ( <J1 - <J2) im Modell 

b) weissen Lichtes 

"---------------->:)-l,bezw. i<Jlcm
2 

-:i-- RE bzw. <JE im Eichkörpe1• 
-;i.. R 3 bzw. (a1-<J2 ) im Modell 

abgestimmt, dann handelt es sich bei der Eich
kurve (Abb. 4a) um eine sin2-Kurve, wie aus For
mel V hervorgeht. Jedesmal, wenn die Phasen
verschiebung RE ein Vielfaches der Wellenlänge 
wird, ist die Lichtenergie E gleich Null. Für diese 
Stellen merken wir uns die Eichspannung und be
stimmen so den kg/cm2-Masstab der Abszissen
achse. Die Eichung ist damit beendet und es 
kann zum Modellversuch geschritten werden, 
der nun darin besteht, die Energie E eines Feld
punktes zu messen und der Eichkurve den zu
gehörigen 2 rmnx = (o1-o1)- ·wert zu entnehmen. 

0 

!7Jld de!' ulff'B f'Ofe n 
S!rah!en. 

- RE, bezw. Dr /m EiohkOPpeP, 
--~ Rs ,bezw. (0,-0,) 1'rnModell 

2 1 2 3 2 3 4 3 4 .-+----Anzehl d_er im Spektroskop ws/JmelT1TJ-
borensd!Harzen Linien, (zalll dero"V~eain;;f!en lr'ellerj 

Abb. 5. Inlcrferenzdiagramm. 

Wie aus Abb. 4a hervorgeht, sind einem bestimm
ten Energiewert zunächst viele Spannungswerte 
zugeordnet. Man umgeht diese Schwierigkeit, in
dem man das Modell sukzessiv belastet und die 
sin2 -Schleife bis zum Punkt P verfolgt. Bei Ver
wendung weissen Lichtes muss aus bereits er
wähnten Gründen die Hauptspannungsrichtung a 
mitberücksichtigt werden, das heisst es müssen für 
eine Anzahl vVinkel zwischen 0 und 45 ° spezielle 
Eichkurven aufgenommen werden. Bei der Ab
lesung muss sodann diejenige Eichkurve gewählt 
werden, die der Spannungsrichtung a im fraglichen 
Modellpunkt entspricht. 

Das spektroskopische Verfahren beruht auf der 
Verwendung weissen Lichtes Und der Analyse 
seiner Modifikationen; denn wie aus den bisherigen 
Betrachtungen hervorgeht, ändert weisses Licht 
beim Durchgang durch das Modell seine Zusam
mensetzung, wodurch Mischfarben, nämlich die 
bereits erwähnten Isochromaten, entstehen. Mit
telst eines Spektroskopes wird dieses Mischlicht 
nun in <;eine Bestandteile aufgelöst. Bei relativ 
stark doppelbrechenden Materialien zeigen sich 
meist ein oder mehrere schwarze Linien im 
Spektrum, nämlich stets dann, wenn für die betref
fende Wellenlänge l die Energie E = 0 ist; dieses 
ist nach Gleichung V und VI stets der Fall, wenn 

R_a = 1, 2, 3 ... Bei Anwendung dieser Methode 
A 

beginnt man ebenfalls am besten wieder mit dem 
Eichversuch. Bei zunehmender Beanspruchung 
des Eichstabes beobachtet man zuerst keine, dann 
eine, dann wieder keine, dann eine, dann zwei etc. 
schwarze Linien im Spektrum (vgl. Abb. 5). Man 
merkt sich die jeweilige W ellenläng~ in µ 
(10-3 mm) und die Spannung oE vor und bestimmt 
so die beiden Masstäbe der Abszissenachse. Hierauf 
kann man zum Modellversuch selbst übergehen. 
Beobachtet man beispielsvveise, dass für einen 
bestimmten Feldpunkt bei zunehmender Belastung 
die schwarze Linie das ganze Spektrum durch
läuft, dann verschwindet, dann wieder erscheint 
und schliesslich bei einer gewissen Endbelastung 
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bei?.= 0,45 fl liegt (Punkt Pin Abb. 5), dann ist 
die zugehörige Spannungsdifferenz (01- 02 ) ein
deutig gegeben, das heisst sie kann direkt von der 
Abszissenachse abgelesen . werden. 

Aus den bisherigen Betrachtungen geht hervor, 
dass die Bestimmung von a, rmnx und o R auf meh
rere verhältnismässig einfache Arten erfolgen 

. kann; damit ist jedoch die Aufgabe noch nicht 
restlos erledigt, indem zur völligen Problemlösung 
die Hauptspannungen 0 1 , o2 einzeln für sich be
kannt sein müssen. Mit diesem zweiten Teil der 
Aufgabe hat sich als erster Maxwell 1850 befasst. 
Er wies nach, dass mit der Kenntnis der a-, r _ 
und oR- ·werte implizit die ol' 0 2 - ·werte ebenf;iis 
gegeben sind. Indem man nämlich noch die 
elastischen Gleichgewichtsbedingungen (zwei Dif
ferentialgleichungen erster Ordnung, ersten Gra
des) heranzieht und die Integration (graphisch) 
ausführt, lassen sich aus a, r

1110
, und oR die Werte 

op o" getrennt ermitteln, vgl. [3]. Dies kann 
wiederum auf verschiedene Weisen geschehen, 
und zwar ist hierfür entscheidend, welches Bezugs
system man für die Gleichgewichtsbedingungen 
wählt und wie man die auftretenden Grössen ein
setzt (vgl. Tab. C). 

Maxwell schlug als Bezugssystem sowohl die 
Spannungstrajektorien selbst als auch die Karte
sischen Koordinaten vor. Erst in den Jahren 1914 
und 1923 wurden diese Vorschläge Maxwells von 
Filon und Coker wieder aufgegriffen, präzisiert 
und erweitert. Weiterhin haben sich L. Föppl, 
Neuber und der Verfasser mit dem Ausbau dieser 
Methodik befasst (vgl. Tab. C). 

Obschon nicht unbeträchtliche Vorteile mit den 
Methoden C verknüpft sind, so vermögen sie doch 
nicht restlos zu befriedigen (vgl. Absatz c). Es 
fehlte deshalb nicht an Bestrebungen, o1 und 0 2 auf 
andere vV eise zu bestimmen, so unter anderem rein 
pho toelas tisch. 

Schon Neumann und später auch Mach (1872) 
versuchten, die Differenzen 112-11 und 111-11 der 
Brechungsindizes - das sind im wesentlichen die 
optischen Konstanten a und b der Gleichung II und 
III - bei einachsiger Belastung zu ermitteln, was 
zuerst Kel'l' [14] 1888 mittelst eines von ihm ent
worfenen Interferometers in einwandfreier vVeise 
gelang. Jedoch fehlte es bis in die jüngste Ver
gangenheit, das heisst bis 1927, an Formeln, die 
diese Werte beim zweiachsigen Spannungszustand 
mit den Spannungen o1 , o2 verbanden. Die Ab
leitung entsprechender Formeln (Formeln II unj III 
in Abb. 1) sowie ihre gleichzeitige Auswertung 
mittelst eines Mach-Zehnder-Interferometers blieb 
Faure [2] vorbehalten. Faure gelang es ausserdem 
noch, Formeln für die optischen Konstanten a 
und b abzuleiten, indem er die von Neumann für 
den dreidimensionalen Fall aufgestellten Grund
hypothesen für den zweidimensionalen Fall wei
ter verfolgte. 
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Besonders einfach - sowohl für die Auswer
tung als auch für die Kontrolle - werden die 
Beziehungen I-III für den Fall, dass eine der drei 
optischen Konstanten zu Null wird; denü dann er
hält man in direkter Weise entweder· die Haupt
spannungen, nämlich, wenn a bzw. b = O 11

) oder 
deren Spannungssumme, wenn c = 0.12

) Dies be
dingt Glas bestimmter Qualität. Da nun nicht jeder 
Guss genau gleich ausfällt, wäre bei dieser vereinfach
ten Methodik durch einen vorgängigen Versuch, der in 
der Ermittlung der optischen Konstanten als Funk
tion der Wellenlänge ?. besteht, diejenige Wellen
länge ?. zu ermitteln, für welche die betreffende 
optische Konstante gerade zu Null wird. 

Durch Faures Arbeiten angeregt, hat sich fer
ner Fabry [23] mit dem Problem der Einzelermitt
lung der Spannungen o1 , 0 2 befasst, mit dem Er
gelmis, dass er eine weitere rein optische Methode 
in Vorschlag bringen konnte. Eine Ergänzung 
erfuhr die Favresche Methode sodann durch Tank 
[9] durch den Nachweis, dass sämtliche Grössen, 
das heisst a, (01-02), (01+02), mittelst des Mach
Zehnder-lnterferometers ermittelt werden können, 
sofern man dieses entsprechend ausrüstet. Die ver
schiedenen, rein optischen Methoden sind in Tab. D 
zusammengestellt. 

Die Tatsache, dass die Spannungen oR an last
freien Rändern photoelastisch in einfachster vVeise 
ermittelt werden können, legt schliesslich noch 
eine weitere Methode zur Einzelermittlung der 
0 1, 0 2 - vVerte nahe, die auf dem Gedanken beruht. 
Messungen im Innern des Modelles auf eine Rand
spannungsmessung dadurch üherzuführen, dass 
man an einigen wichtigen Stellen nach erfolgter 
EnniLLlung des a- und (01-02)-Wertes kleine 
Löcher bohrt (vgl. Abb. 6ct) und die Tangential
spannungcn am Lochrand missl. Man erhält so die 
gesuchten vVerte 0 1 , a2 jener Stelle, wie aus den 
folgenden Ueherlegungen hervorgehl. 

11) Packeis [22] hat für die Konstante a sowohl posi
tives wie auch negatives Vorzeichen beobachtet (vgl. 
Gläser S. 205 und 0. 428 in Tabelle 1), sodass die Her
stellung von Glas mit a = 0 vermutlich nur eine Frage 
entsprechender Zusammensetzung ist. 

12) Nach Angaben von Packeis bei der Firma Schott, 
Jena, hergestelltes Spezialglas (vgl. Glas 2954 Tabelle 1) 
weist eine optische Konstante c annähernd Null auf. 
Nach Coker und Filon [4] dürfte c = 0 bei 75 % PbO 
vorhanden sein. 

Tabelle 1. 

Chc1nische Zusnnnnensetzung und optische Konstanten Yon drei in 
diesent Zusammenhang hesonde1•s interessierenden Gläsern. 

1 Scholl· Chemische Zusammenselzung Konstante**) 

Glas 
PbO lß2 Oal Si O+\lzOalNa20lllaOI CaO IAs20c.I [(20 

a 
1 

c No. 
Na-licht 1 Li-Licht 

s. 20;, - 69.1 - 18,0 8,0 !i,7 - 0,2 - -0.lr90 

0. 428 32,0 50,0 - 12.0 - - - - - +o,846 

2954*) 74,61 - 23,64 0,8 0,2!1 - 0,34 - o,~7 -0,135 

*) Inkl. Spuren von Fe203. 

**) a und c in Brewstcrs (10-13 cm'/dyn), vgl. [t1], S. 185 und S. 216 ff. 



Tabelle C. 
Graphische JHethoclen zur getrennten Bestimmung cler Hauptspannungen 01, o2 auf Gruncl cler a- uncl ( o1-o2)-Werte, 

sowie cler elastischen Glcichgewichts-Differcntialglcichungcn. 

Methode 
1 

Quelle 
1 

Integrationskoordinaten 
1 

Merkmal 

c 1 
1 

Maxwell·filon-Coker 
1 

[13, 17] 
1 

Kartesische 
1 

c 2 
1 

Maxwell 
1 

[13] 
1 

Hauptspannungstrajektorien 
1 

Bestimmung der Krümmungsradien 

c 3 
1 

Filon 
1 

[18] 
1 

do. 
1 

Ausnützung einer Winkelbeziehung 

c !1 

1 

Filon 
1 

[18] 
1 

do. 
1 

Ausnützungd. Grundbeziehung _1_ = ~ r/J 
i! y 

c 5 
1 

Baud 
1 

[19] 
1 

do. 
1 

1 ri r/J 
Ausnützung d. Grundbeziehung - = -

(' 6 s 

c 6 
1 

Baud 
1 

[19] 
1 

Polar 
1 

c 7 
1 

Föppl 
1 

[20] 
1 

Hauptschubspannungstrajektorien 
1 

c 8 
1 

Neuber 
1 

[21] 
1 

c 9 
1 

Wyss 
1 

[71] 
1 

Tabelle D. 
Rein photoelastische l\Iethoclen. 

~iethode Quelle 
Aus~ 

I\forkmale messung 

D 1 Favre [2] p Auswe1'lung der Gleichung 
"II, III mittelst Mach-
Zehn der-Interferometer. 

D2 Fabry [23] 

1 

p Auswertung der Gleichung 
II, III durch direkle Be-
obachtung der versilberten 

1 

Oberflüchen des Modells, 

D3 Tank [D] p Auswertung der Gleichung 
R4 = R, -1- R2 = (a -1- b) 
( 11

1 
-J- 112 ) t mittelst Mach-

Zehn der- In terfcrometer. 

Die Spannungsgleichungen Jür ein einachsiges 
Feld von der Spannung 111 • s und der Richtung si> 
wo s eine beliebig gewählte Grundspannung des 
Feldes ohne Loch bedeutet, lauten nach Kirsch 
(vgl. Abb. 6b ): 

(1) 11r= ms r 1-a: +(1 _t:_a
2 + ~~~) cos 2 r/Jl 

2 L r r 2 r~ 

111=171_s [1 + a:-(1 +~~) cos 2 r/Jl 
2 r" r 4 

' 1=171~ [-1- 2 a2 + :3 a41 sin 2 r/J 
r, 2 r2 r4 

Kommt senkrecht zum ersten Feld, das heisst 
in Richtung s2 ein zweites e'inachsiges Feld von 
der Spannung 11 • s hinzu (Abb. 6c), definiert man 
aber den "Winkel r/J gleich wie im ersten Feld 
(Abb. 6b), dann gelten die selben Ausdrücke wie 
oben, vorausgesetzt, dass 111 durch 11, (j) durch 
-(90 - r/J ), das heisst cos 2 (j) durch ( -cos 2 r/J) 
und sin 2 r/J durch ( _:__sin 2 r/J) ersetzt wird. Durch 
direkte Addition der so gewonnenen Ausdrücke zu 
den oben gegebenen erhält man die für das super
ponierte, zweiachsige Lochspannungsfeld gelten
den Formeln: 

1 

Konstruktion der sog. Isopachen*) 

1 

Ausmessung der einzelnen, durch die 
Trajektorien gebildeten Fadenelemente. 

a) 

s, 

fl.5' 

b) 
c) 

Abb. 6. Lochmethode. 

(2) 11r=~ [ m + n - (m + n) :: + (m -- n) 

(1 - !1~2 + 3a4) cos 2 r/Jl 
r" r4 

111 =~- lm+n-/-(m-1-n) a
3 
-1-(n-m)(t -1-

3 
a

4
) cos 2 r/Jl 

2 r 2 r 4 

11r,t= ~ (m-n) [-1- 2 ~
2 + 3 ~4

1sin21/J. 
- r r J 

Hieraus erhält man für den Lochrand r = a bei 
einem Winkel von: 

r/J 30 ° den Wert 0 1300 = 2 11 s 
r/J 45 ° » » 0 1450 = (111 + n) s 
rfJ 60 ° » » 0

1600 
= 2 ms 

9 



Indem man sich vorstellt, das in das betreffende 
Modell gebohrte Loch befinde sich in einem sol
chen konstanten, zweiachsigen Feld - was umso 
eher zutrifft, je geringer die Spannungsgradienten 
im Lochgebiet sind -, dann ist o1 = ms und 
0 2 = n s und somit: 

(3) 

Man kann nun die gesuchten Spannungswerte 
beispielsweise an den drei angegebenen Stellen 
des Lochrandes direkt ausmessen. Es ergibt sich 
so die Möglichkeit der :Mittelwertbildung und der 
Kontrolle, indem der Differenzwert o1 -02 eben
falls auf Grund der vorangegangenen Messung 
bekannt ist. 

Als besonders bequem dürfte sich die eben 
beschriebene Methode dann erweisen, wenn man 
auf die ganze Ausmessung des Feldes verzichtet, 
aber doch aus irgendeinem Grund rasch Aufschluss 
über den Spannungszustand in gewissen Punkten 
wünscht, etwa in Singularitäten, wo o1 = 0 2 • An 
solchen Stellen des Modelles findet sich am ganzen 
Rand die Spannung 

(3a) (}'1 = 2 (}'1 = 2 (}'2 = konslant 

vor, 00 kleine Lochgrösse vorausgesetzt. Bei end
licher Lochgrösse dürfte man jedoch den gesuchten 
Wert mit praktisch vielfach genügender Genauig
keit durch lVIittelwertbildung einiger Lochrand
werte erhalten.13

) 

Tabelle E. 

Diverse weitere auf Doppelbrechung beruhende 
l\fothoclen. 

Methode 1 Q II 1 Aus- 1 ue e messung Merkmal 

E 1 Baud \ Vorl. p 

1 

Ueberfühmng auf Rand-
1 A1•beit spannungsbestimmung 

1 
(Lochmethode) 

Eng verbunden mit der Frage der Methodik ist 
schliesslich die Frage des Modellmaterials, welches 
für die bisher besprochenen Methoden A, B, D, E 
durchsichtig sein muss. Bis rund um die Jahr
hunderhvende wurden ausschliesslich Glas und 
Gallerten benülzt. Ob'wohl Glas grosse Vorzüge 
aufweist, kommt dieses Material doch bei kompli
zierten Modellen, wie sie zur Abklärung tech
nischer Probleme meist benötigl werden, infolge 
der · Koslspieligkeit der Herstellung praktisch 
kaum in Frage. Gallerten hinwiederum haben zu 
geringe Stabilität. Aus diesen Gründen blieb die 
Anwendung der photoelastischen Methode lange 
Zeil fast ausschliesslich dem Physiker überlassen. 
Einen vVendepunkt bedeulete es deshalb, als 

13) Die Methode ist umso genauer, je grösser die 
Modelle. Schätzungsweise sollte der Lochdurchmesser 
d = 1-3 mm und der Abstand zwischen Löchern 
5-10 d nicht unterschreiten. 
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Hönigsberg [24] im Jahre 1906 dazu überging, 
Zelluloid als Modellmaterial zu verwenden. Die 
wesentlich stärkere Doppelbrechung dieses Mate
rials gegenüber Glas führte schon Hönigsberg auf 
den Gedanken, Isoklinen und Isochromaten zu 
photographieren. Es ergeben sich jedoch für 
letztere innerhalb der Proportionalitätsgrenze 
nach den Methoden Hönigsberg nur etwa drei, 
höchstens vier Kurven, was im allgemeinen 
eine zu grobe Abstufung der Feldwerte bedeu
te L. vVenn man dagegen mehrere Aufnahmen 
bei Verwendung monochromatischen Lichtes 
verschiedener Wellenlänge und der jeweils ent
sprechenden Viertelwellenplatten macht, erhält 
man auch bei Zelluloid eine genügend grosse An
zahl von Linien und damit eine meist genügende 
Abstufung der Feldwerte. Nach einem vom Ver
fasser [151 im Jahre 1929 gemachten Vorschlag 
lässt sich diese Komplikation dadurch umgehen, 
dass man von vornherein sehr stark doppel
brechendes :Material, wie beispielsweise Bakelit, 
verwendet.14) Die Doppelbrechung dieses Materials 
ist nämlich derart stark, dass mit einer einzigen 
\Vellenlänge eine sehr grosse Anzahl von Linien 
erhalten wird. Ausser Glas, Zelluloid und Bakelit, 
die ein Doppelbrechungsverhältnis von rund 
1 : 5 : 25 aufweisen, sind in letzter Zeit noch andere 
Materialien vorgeschlagen worden, so Phenolit von 
Tuzi [26], Marblette von Solakicm [27], Trolon von 
Föppl und Neuber [6] und Plexiglas - für gewisse 
Spezialzwecke - vom Verfasser [28]. 

Ebenfalls mit der Methodik eng verbunden ist 
die Entwicklung der photoelastischenApparaturen, 
die im wesentlichen aus Polarisator und Analy
sator bestehen. Ueber diese Entwicklung vom ein
fachen Plattensatz, wie er sich im Nörrenbergschen 
Polariskop vorfindet, zu den modernen Polari
sationsfiltern in grossen photoelastischen Spezial
apparaten l 53] zu berichten, würde jedoch weit 
über den Rahmen dieser Arbeit gehen. 

b) Gnzndlagen und Entwicklung der pseudophoto

elastischen Methoden (vgl. Fussnote 3). 

Neben den bisher besprochenen Methoden wur
den im Ver! aufe der letzten drei bis vier Dezennien 
eine Reihe ergänzender Methoden entwickelt, wo
durch die eigentlich photoelastische Methode eine 
nicht unerhebliche Förderung erfahren hat. Wir 
wollen sie hier aus Gründen, die in der ·Methodik 
selbst liegen, in der Reihenfolge: 

1. Längenänderungsmessungen, 
2. Dickenänderungsmessungen, 
3. Analogiemelhoden 

behandeln, obschon die geschichtliche Reihenfolge 
etwa 2, 1, 3 wäre, indem zuerst Mesnager [30] 1901 
auf die Ermittlung der Dickenänderung als ergän
zende Messung hingewiesen hal. 1928 hat dann 

14) Dieses in mehreren Beziehungen vorzügliche Ma
terial wurde in vereinzelten Fällen schon vor dem Ver
fasser benützt, so von Filon und Arakawa [25]. 



der Verfasser versuchsweise mittelst Huggenber
ger-Tensometern die Hauptspannungen in den 
zuvor pholoelaslisch ermittelten Hauptspanmzngs
richtungen bestimmt, diese Kombination zweier 
Methoden aber wegen der etwas zu grossen Messtrecke 
(1 cm) der damals verfügbaren Tensometer vor
läufig wieder aufgegeben. 1934 ist dieselbe Kom
bination von Siebel und Kopf [31] wieder auf
gegriffen und zur Untersuchung mehrfach geloch
ter Scheiben herangezogen worden, wobei ebenfalls 
Messlängen von 1-2 cm verwendet wurden. Mil 
den neuerdings auf den :Markt gebrachten Tenso
metern von 0,2 cm Messlänge dürfte diese Kom
bination als rasche Methode gewisse Vorteile bie
len. Die Spannungen errechnen sich hierbei aus 
den Dehnungen mittelst der allgemein bekannten 
Formeln: 

(4a) L1 11 1 
c1=- E (a1 -v a2) 

I 

(4b) L1 12 '1 
c2=- E (a2 - v ai) 

I 

worin e die spezifischen Hauptdehnungen, j l die 
gemessenen Hauptdehnungen, l die Messtrecke 
und v = l/m und E die elastischen Konstanten 
bedeuten. 

/II 

f[ 

t' 

Abb. 7, Schema der Längsänderungs-Messungen. 

·werden über einem Messpunkt P mehr als zwei 
Messungen in der in Abb. 7 skizzierten Weise aus
geführt, dann erhält man sowohl die Hauptspan
nungen, nämlich auf Grund der Formel 

(-) - E{;+·~· + V(~-·~)2+(2·~-~-·~)2} 
Da a1' a2 - 2 '1 _ v __ '1 --j-- v 

als auch die Hauptspannungsrichtung, und zwar 
mittelst: 

(5b) 
2 c-c-c 

tg 2a=---.-... -
io-e 

sodass solche Messungen sich selbst genügen, um 
den Spannungszustand zu ermitteln. Dasselbe gilt 
auch für die folgenden Methoden: Messung der 
Verschiebungen, der Verformung von aufgezeich
neten quadratischen Netzen, Kreisen sowie gebohr
ten Löchern, sodass man sie nicht als pseudo-· 
photoelastische bezeichnen kann. Sie sind deshalb 
in Tab. F nicht aufgeführt. 

Tabelle F. 

Längenänderungsmessungen zur Ermittlung von 
01 bzw. 02 bzw. (01 + 02). 

Methode ue e • messung 1 Q ll 1 Aus- 1 :rvlerlcmale 

F 1 Siebe! u. [31] p Delmungsmessungen in 
Kopf den zuvor photoelastisch 

ermittelten Hauptspan-
nungsrichtungen und Aus-

1 1 

1 mittlung auf Grund der 
Gleichung (4a) und (4b). 

F 2 Baud VOl'I. p Dehnungsmessungen in 
Arbeit zwei zueinander senk-

rechten, sorist beliebigen 
Richtungen und Ausmilt-
lung d. Spannungssumme 
auf Grundel. Gleichung( 5c) 

Besonders einfach gestaltet sich die Ermittlung 
der Spannungssumme (01 + 02); durch Addition 
der Doppelgleichung (5a) erhält man nämlich: 

E 
(5c) a1+172 = .-- (~ +·~). 

i- !) 

oder allgemeiner: 
E 

(5d) (a1 + a2) = (a111 +1711 ) = ('1-v) (c1 + c2) 

E .... 
= ('1-v) (e + io), 

da die Spannungs- und Dehnungssumme invariant 
ist. Die Spannungssumme lässt sich so in beson
ders einfacher Weise auf Grund von zwei zuein
ander senkrechten, sonst beliebig orientierten 
Dehnungsmessungen ermitteln. 

Den Dickenänderungsmessmethoden (Tab. G) 
liegt die ebenfalls bekannle Gleichung (4c) zu
grunde: 

(4c) 

worin e
3 

die spezifische Hauptdehnung in Dicken
richtung des Modells, LI t die gemessene Dicken
änderung und t die Dicke des Modells bedeuten. 
Wir schreiben für spätere Zwecke Gleichung (4a) 
in der Form: 

(!1d) L1 t= K • (a1 +a2)=1/J (x,y) 
und bringen damit zum Ausdruck, dass die Dicke
änderung direkt proportional der Spannungs
summe und eine Funktion 1;; des Ortes x, y ist. 

Die Dickenänderungsmessung kann rein optisch 
(Methoden G 1 und G 5) oder mechanisch-optisch 
(Methoden G 2, G 4) oder rein mechanisch (Me
thode G 3) ausgeführt werden. Ausserdem ist eine 
mechanisch-elektrische Messung möglich, indem 
nämlich mittelst einer zangenarligen Vorrichtung 
die Dickenänderung L1 t zunächst wesentlich ver
grössert auf eine Abstandsänderung zweier Platten 
übergeführt \Verden kann. Man braucht nun nur 
noch beide Platten zusammen als Kondensator 
auszubilden, und da bekanntlich der Abstand 
dieser Platten und die Kapazität des Kondensators 
umgekehrt proportional sind genügt eine Kapa
zitätsmessung, um die Dickenänderung zu bestim
men. Zur Eichung bedient man sich am besten 
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Tabelle G. Dickcnänderungsmessungen zur Ermittlung der Spannungssumme ( 01 + 02). 

1 1 

Ausmessung 

1 

Methode (uelle Merkmale 
Methodik j Instrument 

G 1 
1 

Mesnager 
1 

[30] 
1 

p 
1 

Latomeler 
1 

Rein optisch 

G 2 
1 

Coker 
1 

[33] 
1 

p 
1 

Lateral- Exlensometer 
1 

l\I echanisch-optisch 

G 3 
1 

Peterson und vVahl 
1 

[34] 
1 

p 
1 

1-I ugge nberger 
1 

Mechanisch 

G4 
1 

Maeser und Vose 
1 

[35] 
1 

p 
1 

Interferomelrischer Dickenmesser 
1 

Mechanisch-optisch 

G 5 
1 

Maris 
1 

[36] 
1 

F 
1 

Optische Flächen 
1 

Rein optisch 

G 6 
1 

Baud 1 Vorl. Arbeit 1 
p 

1 
Kondensator 

1 

Mechanisch-elektrisch 

wieder eines einachsigen Spannungszustandes; die 
Modellmessungen werden sodann in prinzipiell 
gleicher Weise ausgeführt, wie es bei den Metho
den B geschildert wurde, das heisst für eine 
bestimmte Dickenänderung (Ll t) Mim Modell gleich 
der Dickenänderung (Ll t)E im Eichstab ist die 
gesuchte Spannungssumme (a1+a2) im Modell 
gleich der entsprechenden Eichspannung aE' 

Im Prinzip ist nun derjenigen Dickenände
rungs-Messmethode der Vorzug einzuräumen, die 
flächenhaftes Vorgehen ermöglicht, das heisst 
direkt Kurven ( a1 + a2 ) =konstant, das sind Niveau -
kurven der Deckfläche des Modells, liefert. Dies ist 
im Prinzip tatsächlich bei der Methode G 5 der 
Fall. Das Modell wird bei dieser Methode zwischen 
optische Flächen gebracht und die Interferenzen 
beobachtet. Eine Schwierigkeit bietet hierbei die 
Anbringung der äusseren Belastung; eine weitere 
Schwierigkeit liegt darin, dass die Modelle nie ab
solut flach sind. Es müssen deshalb zwei Mes
sungen, das heisst mit und ohne Belastung, gemacht 
und daraus die Differenzfläche ermittelt werden, 
was in der Praxis sehr umständlich ist und den 
eigentlichen Vorteil dieser Methode praktisch wie
der illusorisch macht. 

Im Jahre 1931 nun hat den I-Iartog [32] darauf 
hingewiesen, dass man die Kurven (a1+a2) = kon
stant noch auf eine indirekte Art, nämlich 
auf Grund einer Analogie, bestimmen kann. 
Ihrer Bedeutung wegen wollen wir diese JVIetho
dik etwas allgemeiner und ausführlicher behan
deln als es zur Klarstellung ihrer Anwendung 
zur Lösung des vorliegenden Problems nötig wäre. 

vVie schon der Name zum Ausdruck bringt, be
ruhen die Analogiemelhoden ganz allgemein auf 
einer gewissen Verwandtschaft, und zwar mathe
matischer Natur, nämlich auf der Gleichheit der 
Differentialgleichungen für zwei Aufgaben der 
Physik, die aber im übrigen gar nichts miteinander 
zu tun haben brauchen. Solche Analogien, das 
heisst Verwandtschaften, gibt es eine beträchtliche 
Zahl. ·während die zu lösende Aufgabe einer 
experimentellen Behandlung oft nur sehr schwer 
zugänglich ist, lässt sich die zweite, analoge Auf
gabe unter Umständen durch den Versuch sehr 
leicht erledigen. Indem man so die letztere Auf-
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gabe löst, hat man auf Grund der mathematischen 
Verwandtschaft zugleich die Lösung für die erstere, 
das heisst für die experimentell schwierige Auf
gabe gewonnen. 

Ein ebenso wichtiges wie interessantes Beispiel 
hierfür ist die .Möglichkeit, das Scheibenproblem 
experimentell so zu behandeln, als. wäre es ein 
Plattenproblem. Bezeichnet man nämlich die 
Airysche Spannungsfunktion für die Scheibe mit 
F ( x, y), dann lautet bekannllich die Bedingungs
gleichung für die Existenz dieser Funktion: 

8 4 F 2 · 8 4 F 8 4 F 
(6) ßx4 + ax2 oy2 + oy1 = 0. 

Betrachtet man nun die Scheibe nichl als Scheibe, 
sondern als eine ausschliesslich durch senkrechte 
Randkräfte und Randmomente beanspruchte 
Platte, dann lautet die Differentialgleichung für 
die Verformung dieser Platte: 

8 4 f 2 • 84 f 84 f 
(7) ox4 + ox2 oy2 + oy4 = O, 

worin f die Ausbiegung, bezogen auf die unbe
lastete Plattenebene, bedeutet. Die Uebereinstim
mung der Differentialgleichung (6) und (7) ge
staltet somit die experimentelle Ueberführung des 
Scheibenproblems auf ein Plallenproblem. Dabei 
müssen selbstverständlich die Randbedingungen 
der beiden Aufgaben übereinstimmen, das heissl 
sowohl dem Rand des Modells als solchem als auch 
der Modellfläche selbst müssen beslinunle, der 
äussern Belastung der Scheibe entsprechende Or
dinalen und Randneigungen aufgezwungen wer
den. Ist dies der Fall, dann liefern die Aus
biegungen f der Platte explizit die gesuchten 
F (x, y)-vVerle. Um die Spannungen selbst zu er
halten, werden die t; - bzw. F (x, y)-Werle gra
phisch aufgetragen, sodann die ersten, dann die 
zweiten Ableitungen ermittelt. Letztere entsprechen 
den gesuchten Spannungswerten, indem: 

o 2F o 2F 82F 
(8) (jx= 8 y2' (jy= 8 x2' r = --lJx oy 

Mil der Kenntnis der Grössen ax, ay und r ist zwar 
das Spannungsproblem vollständig gelöst, da sich 
hieraus in bekannter vVeise die Werte CT1, CT2 und a 

bestimmen lassen; indessen bietet die rechnerische 



Bestimmung .der Randbedingungen, sowie ihre 
experimentelle Realisation, sowie die Messungen 
selbst nicht geringe Schwierigkeiten, sodass diese 
von F. Klein vorgeschlagene und zuerst von \Vieg
lwrdt [37] 1908 in einem praktischen Fall (U
förmiger Lagerkörper) ausprobierte Analogie
methode sich nicht nur keinen allgemeinen Ein
gang zu schaffen vermocht hat, sondern der 
Nichtbeachtung anheimzufallen droht. Dies wäre 
jedoch ungerechtfertigt, da sich inzwischen die 
Sachlage geändert hat, indem das Scheibenproblem 
sich heule photoelastisch im allgemeinen in ver
hältnismässig einfacher vVeise erledigen lässt, 
sodass man daran denken kann, auf Grund dieser 
Analogie Plattenprobleme zu lösen. In der Tat 
eröffnet sich hier der Photoelastizität ein noch 
unbeachtetes, vermutlich dankbares Anwendungs
gebiet. 

Abb. 8. Analogicmcthode zur Bestimmung von r und u 
mittelst Minimalfläche. 

lVIehr Erfolg war der von Prnmlll [38] 1904 vor
geschlagenen Analogiemethode zur Ennilllung von 
Torsionsfeldern beschieden, deren Anwendung die 
Ermittlung der Schuhspannungsverteilung in tor
dierten Stäben ermöglicht, die einen an sich kom
plizierten, in der Längsrichtung des Stabes jedoch 
unveränderlichen QuerschniLL aufweisen.15

) In die
sem Fall beruht die Analogie auf der Aehnlichkeil 
der Bedingungsgleichung für die Existenz der 
Torsions-Spannungsfunklion F (x, y): 

(ü) 
82 F 82 F 

0 x2 + 0 92 
= 2 Go= konstant 

mit der Differentialgleichung einer über dem zu 
untersuchenden Quersclmi tt gespannten Minimal
fläche, z. B. einer Flüssigkeitshaut. Die Djfferen
tialgleichung einer solchen Haut lautet nach 
Lorenz [ 40]: 

(10) 
(J2 f (J2 f ,d p 
D9 + ~2 =~=konstant. u x" u y s 

In diesen Gleichungen bedeuten G den Schub
modul, i3 den Drillungswinkel, f die Auslenkungen 
senkrecht zur Basisfläche, s die konstante Ober
flächenspannung der Flüssigkeitshaut (z. B. Sei-

15) Es kann hierzu auch von der Analogie zu den 
Strömungsfeldern inkompressibler Flüssigkeiten Ge
brauch gemacht werden; vgl. [39]. 

fenhaut) und Li p = p 2 - p1 die Druckdifferenz, 
(vgl. Abb. 8). Die verhällnismässig leicht messbaren 
Auslenkungen der Seifenhaut liefern so explizit 
die gesuchten F (x, y)-Werte. Da nun 

8F 8F 8F 
(H) 'x = -Ox und Tg= oy 'bzw. Tn= On 

und 
Tx 

(12) tg a = - -
Tg 

so erhält man in einfacher vV eise die Grösse der 
Schubspannung r als Gradient 8f/8n in Normal
richtung, während andererseits die Niveaukurven 
der Flüssigkeitshaut die Trajektorien der Schub
spannung r darstellen. 

Eine ganz ähnliche Analogie besteht nun auch 
zwischen der Differentialgleichung für den ebenen 
Spannungszustand, Gleichung (6), - vorausgesetzt,· 
dass diese unseren Zwecken entsprechend ge
schrieben wird - und der Differentialgleichung 
(10) für den Fall LJ; p = 0. In anderer Schreibweise 
lautet nämli.ch Gleichung (6): 

( 
8 8 ) { 82 F 82 F} 

(6a) 8 x2 + 8 y2 8 y2 + 8 x2 = 0 

bzw. wenn die eingeführte Spannungsfunktion 
F ( x, y), vgl. Gleichung (8), wieder eliminiert wird: 

(üb) (0
8
x 2 + 0: 2) { ax + a9 } = 0 

und da nach Gleichung (5cl) die Summe der Nor
malspannungen invariant ist: 

(6c) (o8
x2 + a:2) { <11 + <12} = 0 

d. h. unter Berücksichtigung der Gleichung (4d): 

(J2 1/J (J2 ljJ 
Li l/J = "'" + !.19 = 0. 

o x" u y" 
(üd) 

Es zeigt sich so, dass die Bedingungsgleichung für 
die Existenz der Airyschen Spannungsfunktion 
Gleichung (ß) und die Differentialgleichung der 
verformten Deckfläche des lVIodells Gleichung (6c) 
bzw. (ßd) ein und dieselbe Bedingung auf etwas 
verschiedene vVeise ausdrücken; es handelt sich 
bei den Gleichungen (ß)· um verschiedene Formu
lierungen der sogenannten V erträglichkei tshedin
gung, vgl. [72]. 

Nun ist bei einer Flüssigkeilshaul, falls J p = 0 
gemacht wird: 

fJ2f fJ2f 
(10a) LI f = ---- + ~ = 0. 8 x2 8 y2 

Die Uehereinstimmung der DiffE,renlialglei
chungen (6d) und (10a) bedeuten physikalisch, dass, 
vom Masstabe abgesehen, die sehr geringen Ver
formungen der Deckfläche des Modells Li t genau 
gleich denjenigen f der Flüssigkeitshaut sind. Auf 
Grund dieser Analogie kann man nunmehr statt 
der Deckfläche des Modelles die Deformations
fläche einer Flüssigkeitshaut ausmessen, um ,d t 
bzw. (a1 + a2 ) zu ermitteln (vgl. Abb. 9). Damit 
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sind eine Reihe von Vorteilen verbunden, so unter 
anderem die vereinfachte Messung der gegenüber 
LI t wesentlich grössern Ordinaten r;. Allerdings isl 
dieser Ordinatenvergrösserung dadurch eine 
Grenze gesetzt, dass die Differentialgleichung (lOa) 
nur für verhältnismässig kleine Ordinaten r; streng 
gültig ist. 

Selbstverständlich müssen auch bei dieser 
Analogie die Randbedingungen der beiden Auf
gaben wieder übereinstimmen. Dies lässt sich wie 
folgt in verhältnismässig einfacher Weise reali
sieren: Die photoelaslisch gemessenen Randspan
nungen a R werden von der Modellkontur aus in 
einem passenden Masstab 1 cm _,.. f kg/cm2 als 
«substantielle Ordinalen» senkrecht zur Modell
ebene aufgetragen, die Endpunkte dieser «Or
dinalen» durch Drahtschleifen verbunden und 
darüber die Flüssigkeit gespannt (Abb. 9). Die 
Ordinaten f; der so entstehenden Minimalfläche 
stellen unter Berücksichtigung des gewählten 
l\fasstabes die gesuchten (a 1 + a2)-Werte dar. 
Niveaulinien der Minimalfläche sind spmit Kurven 
(a1 + a2 ) =konstant; ihre Parameterwerte ergeben 
sich in einfacher Weise als die ·werte der Rand
spannungen aR derjenigen Randpunkte, in die sie 
einmünden, das heisst (01 + a2 ) einer bestimmten 
Kurve gleich a R des betreffenden Randpunktes. 

Die Ausmessung der so gespannten Flüssig
keitshaut ist nun nicht die einzige Methode, um die 

Punk! der 11trumslf'/äche 
Punk! der 6rundf'l.iche 
Orahtschlei!e 
Kontour des Modelles 

Abb. 9. Analogiemethode zur Bestimmung von (a1 + a2) 

mittelst Minimalf!äcl1c. 

Analogie der Differentialgleichungen (ßc) bzw. (ßd) 
und (lOa) auszuwerten, vielmehr kann hierzu im 
Prinzip jeder Potentialzustand der Physik heran
gezogen werden, da nämlich die Differentialglei
chung 

LI (j) = 82 (j) + 82 rp = 0 
8 x 2 8 y 2 

ganz allgemein die Bedingungsgleichung für die 
Existenz eines Potentialzustandes bzw. einer 
Potentialfunktion r/J (x, y) = O ist. Statt Mini
malflächen (Deckflächen des Modells, Flüssig
keitshaut etc.) auszumessen, können, um einige der 
wichtigsten Potentialzustände zu nennen, elektro
statische Spannungsfelder, statische Temperatur-
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felder, stationäre Potentialströmungen etc. zur Er
mittlung von (a1+a2 ) herangezogen werden (vgl. 
Tab. H), ·wobei man sich stets zu vergegenwärtigen 
hat, dass man damit indirekt die Verformung der 
Deckflächen studiert. Im allgemeinen ist bei der 
Analogiemethode jeweils ein zweites Modell not
wendig, dessen wesentlichstes Merkmal der 
«Rand» ist, dem man die der Verteilung der Rand
spannung aR entsprechende elektrostatische bzw. 
Temperatur- bzw. Randströmungsgeschwindig
keits-Vetteilung aufdrückt. Das Potential bzw. die 

Tabelle H. 
Analogiemcthoden zur Bestimmung der (a1 + a2)-Wertc. 

Methode 1 Quelle 1 Analogie 

H 1 

1 

?vlcGivern und 

1 

[41] 

1 

Membrane, Seifenhaut 
Supper; Vv eibel [421 

II 2 Meye1• u. Tank; [43] Elektrolytische Polen-
Tank, Baud u. [53] lialverleilung 

Schiltlmechl 

H 3 

1 

Baud 
1 Vorl. I 

Ebenes, slalioniires 
Arbeit \Värmefeld 

I-l !i 

1 

Baud 
J Vorl. I 

Ebene, stationäre 
Arbeit Potentialströmung 

Temperatur bz\v. Geschwindigkeit irgendeines 
Feldpunktes ergibt so, unter Berücksichtigung 
des Randmasstabes 1 Volt -;.- /E kg/cm2 bzw. 
1 ° C -;.- fT kg/cm2 bzw. 1 m/sek -;.- fv kg.lcm2

, 

den gesuchten (a1 + a2)-Werl. 
Weitere zur Ennitllung des Spannungszustan

des vorhandene Möglichkeiten mehr physika
lischer Natur, so etwa die Messung der sich infolge 
Verformung einstellenden Temperaluranderungen 
['14, S. 5], sind von untergeordneter Bedeutung und 
können hier, im Rahmen dieser Arbeit, nicht 
erörtert werden. 

c) Diskussion der Vor- und Nacht eile der unter 
a) und b) beschriebenen Methoden. 

Bei der Beurteilung sind folgende Gesichts
punkte zu beachten: 

In bewg cm[ das Modell: Materialeigenschaften, 
Anpassungsfähigkeit an die Problemstellung, 
Möglichkeit der Herstellung grosser und kompli
zierter Modelle, Preis, Anzahl der benötigten 
Modelle; 

in bezug auf die Apparatur: Umfang, Bedie
nung, Möglichkeit der Ausführung komplizierter 
Versuche; 

in bezug auf den V ersuch: Art (punktweise oder 
flächenhaft), Dauer, Genauigkeit, Vollständigkeit, 
Anforderungen an den Versuchsausführenden; 

in bezug auf die Auswertung: Dauer, Kontrol
len, Genauigkeit, Möglichkeit der Fehlerbestim
mung, ·wiedergabe der Versuchswerte; 

in bezug auf Demonstrationen: Anschaulichkeit. 

Es würde zu weit führen, im Rahmen dieses 
Berichtes alle Einzelmethoden von A bis H auf 



obige Krilerien hin zu prüfen; dies muss vielmehr 
den Laboratorien bzw. Experimentalaren selbst 
überlassen bleiben. Wir wollen uns hier mit eini
gen summarischen Gegenüberstellungen begnügen. 

Für die Methoden der Tab. A und B, aber auch 
für die andern, ist vielfach der Umstand entschei
dend, ob sie der flächenhaften Ausmessung zu
gänglich sind, eine Frage, die ihrer Wichtigkeit 
wegen jeweils in den Tabellen selbst beantwortet 
wurde. 

Ein Hauptgrund hierfür liegt in der Tatsache, 
dass man die Trajektorien am einfachsten und 
genauesten anhand der Kurven a ·= konstant, das 
heisst der Isoklinen ermilleln kann, dass ferner die 
Methode C 3 die genaue Kenntnis der Tangenten 
an diese Kurven voraussetzt und die Methode C 8 
zu ihrer Anwendung ausserdem die genaue Kennt
nis der Tangenten an die Linien (01 - 0 2) = kon
stant erfordert. Bei der flächenhaflen .Methodik 
nun erhält man diese Kurven direkt, währenddem 
sie bei punktweiser Ermittlung erst eruiert werden 
müssen, was einen erheblich grössern Zeitaufwand 
erheischt und was ausserdem mit einer Einbusse 
an Genauigkeit verbunden ist. Ein Vorteil der 
flächenhaften Methodik besteht ferner in der gros
sen Anschaulichkeit, da sofort ein Gesamtbild über 
ungefähre Grösse der Randspannungen, der Haupt
schuhspannungen, insbesondere über Vorhanden
sein und Lage von Singularitäten (Punkte, Linien, 
Flächen) ge'\v01men wird. Gerade letztere werden 
oft heim punktweisen Ausmessen übersehen bzw. 
unvollständig erfasst. So ist es denn beispielsweise 
bei der flächenhaflen Methodik auch möglich, den 
Effekt einer während dem Versuch vorgenom
menen Formänderung direkt in seiner Gesamtheit 
zu beobachten. Auf diese Weise wurde u. a. der 
Uebergang konstanter Randspannung bei Zug und 
reiner Biegung ermittelt [52]. Auch in päda
gogischer Beziehung hat die grosse Anschaulich
keit der flächenhaften Methodik ihre Vorzüge, in
dem Demonstrationen in Gruppen wesentlich er
leichtert werden. 16

) 

Schliesslich liegt ein weiterer Vorteil der 
flächenhaften Ausmittlungsweise einiger der Metho
den A 3 in der bequemen 'Wiedergabe der Resultate 
in Form von Schwarz-weiss-Aufnahmen, und 
zwar sowohl von ruhenden wie auch von bewegten 
Spannungsfeldern. Erstmalig wurden derartige 
Aufnahmen von dynamischen Zuständen mittelst 
des kinematographischen Verfahrens von Tuzi und 
dem Verfasser 192811929 gemacht, vgl.Abschnitt IV. 
Der Interpretation noch leichter zugänglich, wenn 
auch aus erwähnten Gründen nicht ganz so genau, 
sind Farbenaufnahmen, doch ist bekanntlich deren 

16 ) Ohne Zweifel bieten solche Demonstrationen wo 
immer der zu behandelnde Stoff es erlaubt eine ,;,ert
voll.e Ergänzung zu dem durch das Thema 'weitgehend 
bedmgt abstrakten Vortrag der Elastizitätstheorie und 
I·~estigkeitslehre. Eine ganze Reihe höherer amerika
mscher Lehranstalten (Harvard, Carnegie Institute of 
Technology, Massachusets Institute of Technologie und 
andere mehr) machen hiervon ausgiebigen Gebrauch. 

Reproduktion heute leider noch mit nicht unerheb
lichem Kostenaufwand verbunden. 

Die Methoden C und E besitzen den grossen 
Vorteil, dass ihre Anwendung ausser dem üblichen 
Polarisator-Analysator-Instrument keine besonde
ren Einrichtungen und keine weiteren :Modelle 
erfordern. Indessen ist ihre Genauigkeit be
schränkt, und zwar schätzungsweise auf 5-10 %. 
Dazu kommt bei den Methoden C als weiterer 
Nachteil der erhebliche, durch die graphische 
Integration bedingte Zeitaufwand. Unbequem ist 
ferner bei diesen Methoden - falls die Kenntnis 
der 0 1 , o„- ·werte nur für einzelne Feldpunkte 
erwünscht ist -- die Notwendigkeit der schritl
weisen Integration vom Rand zu diesen Punkten. 
Bei den Methoden D bis H ist diese erschwerte Er
mittlung des Spannungszuslandes einzelner Feld
punkte nicht vorhanden, was als wesentlicher Vor
teil bewertet werden kann. Dieser wird jedoch bei 
den Methoden D durch den Bedarf zusätzlicher 
leurer Apparaluren und die hohen Anforderungen 
in bezug auf die Modelle etc. wieder kompensiert. Bis 
jetzl hat nur optisches Spezialgussglas der Firma 
Schott, Jena, mit genau geschliffenen Oberflächen 
diesen hohen Anforderungen entsprochen.17) Be
sonders einfach erscheint die :Methode E, doch 
wird hier der ursprüngliche Spannungszustand 
durch die zusätzlichen Löcher mehr oder weniger 
gestört. Die übrigen Methoden F bis H haben den 
gleichen Nachteil wie die Methoden D, nämlich 
den, dass zu ihrer Anwendung weitere Instrumente 
und Einrichtungen benötigt werden. Die Analogie
methoden H erfordern ausserdem noch ein zweites 
Modell und die Vorkenntnis der (01 + 0 2)-Ver
teilung am ganzen l\'Iodellrand. Bei den meisten 
Problemen ist nun diese Verteilung an jenen Teilen 
des Randes, in denen die Modelle belastet werden, 
unbekannt; ihre Ermittlung bildet deshalb ein 
Problem für sich, das zuerst auf andere Weise 
gelöst werden muss, bevor man die Methode H 
anwenden kann. \Veiter ist zu beachten, dass 
Ungenauigkeiten, die entweder bei der Ermittlung 
der Randwerte oder ihrer experimentellen Reali
sation entstehen, sich dem ganzen (01 + 0 2)-Feld 
mi tleilen. 

Sind nun bei der Lösung eines Problems 
bestimmte Anforderungen vorgeschrieben, dann 
sind, unter Beachtung der einzelnen Gesichts
punkle, die beschriebenen Vor- und Nachteile 
gegeneinander abzuwägen. Handelt es sich bei
spielsweise darum, eiüe Formel der Elastizitäts
theorie oder Festigkeitslehre nachzuprüfen, dann 
wird man vor allem auf einwandfreie Material
eigenschaften, Genauigkeit der Messungen, Mög
lichkeit der Fehlerbestimmung und andere Fak
toren achten müssen, das heisst man wird in sol-

17) Es ist zu hoffen, dass mit der Zeit durch Ver
wendung eines Kunststoffes die zurzeit durch das 
Modellmaterial bedingten Nachteile dieser Methoden 
behoben werden können. Diesbezügliche Vorversuche 
des Verfassers mit Plexiglas konnten umständehalber 
noch nicht zu Ende geführt werden. 
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chen Fällen mehr physikalisch orientierte Metho
den wählen. Anders liegen die Verhältnisse bei 
Problemen der Praxis. Hier wäre es kaum an
gebracht, auf maximale Genauigkeit abzuzielen, 
aus dem ganz einfachen Grund, dass der Ingenieur 
bzw. Konstrukteur die Ergebnisse der exaklen 
Elastizitälslheorie und Experimentalelastizität nur 
teilweise und unvollkommen in die Sprache der 
praktischen Nutzanwendung zu übersetzen ver
mag 18

), eine Situation, die sich vermullich nicht 
derart schnell ändern wird, als dass es heule 
schon, in hezug auf Genauigkeit, auf einige Pro
zenle mehr oder weniger ankäme. Man wird 
somit bei der Lösung solcher Probleme den mehr 
technischen, rasch arbeitenden Methoden den 
Vorzug gehen. 

Es ist zu beachten, dass keine der angegebenen 
Einzelmethoden für sich allein genügt, um die 
drei vVerte a, a1 und 0 2 zu bestimmen. Es haben 
sich deshalb im Verlaufe der Zeit, unter Berück
sichtigung der erwähnten Gesichtspunkte, eine 
Reihe von Kombinationen 19) ausgebildet, so unter 
anderen diejenigen von: 

Coker 
Filon 
MesnC1ger 
Favre 
Tank 
Baud 
Föppl und Neuber 
Siebe/ und Kopf 

A2 
A2 
A2 
Al 
A3 
A2 
A2 
A2 

B3 
B3 
B2 
B2 
B6 
B5 
B2 
Fl 

G2 
C3-4 
Gl 
Dl 
D3 
Cl-ß 
CS 

während in Nordamerika in den lelzlen fünf 
Jahren die Kombination A 2 B 5 H 1 in den Vor
dergrund gestellt worden ist. Der Verfasser sleht 
jedoch auf dem Standpunk!, dass da, wo die Mittel 
es erlauben, es nichl ratsam isl, sich starr auf eine 
bestimmte Komhinalion zu versteifen, dass viel
mehr ein Optimum dann erziell wird, wenn die 
gewählle Kombinalion der jeweiligen Problem
stellung und dem Endzweck der Unternehmung 
enlspricht. Mil diesem Gesichlspunkt vor Augen 
wurde das photoelastische Laboralorium der ETH
EMPA in den Jahren 1935/1936 so ausgebaul, vgl. 
l53J, dass nach gewissen noch vorzunehmenden 
Ergänzungen die Möglichkeit vorhanden ist, min
destens je eine der in obigen Tabellen angegebenen 
Einzelmethoden wahlweise zur Problemlösung 
heranziehen zu können. 

d) Modellregeln. 

Sollen die Resullale vom Modell auf eine Kon
struktion überlragen werden, so slelll sich die 
Frage, ob dies proportional, unler ausschliesslicher 

18) Vgl. analoge Bemerkungen von L. Föppl ['18]. 
19) So liegt beispielsvveise der Kombination A F bzw. 

A B f der Gedanke zu Grunde, dass einerseits die 
Hauplspannungsrichtungen a und auch die (a1 -a2)
'N erte photoelastisch verhältnismässig einfach, rasch 
und genau bestimmt werden können, und dass anderer
seits durch solche Messungen die Zahl der sonst not
wendigen Dehnungsmessungen von 3 auf 1 bzw. 2 
reduziert und die Genauigkeit des Gesamtresultates 
ausserdem erhöht werden kann. 
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Berücksichtigung des Kraft- und Modellmass
stabs, ohne Beachlung der Verschiedenheit der 
Materialkonstanten E und y = 1/m, geschehen darf 
oder nicht. Mit dieser Frage haben sich eingehend 
unter anderen Levy [45], Michel/ [46], Mesnager 
[47], Filon und Coker [4] und Meyer [48] befasst. 

Abgesehen von den weiter unten erwähnten 
Fällen kann obige Frage in bejahendem Sinne 
beantwortet werden, doch muss, streng genommen, 
die Berechtigung hierzu in jedem einzelnen Falle 
nachgewiesen werden, wobei drei Umstände, näm
lich 1. Randbedingungen, 2. geometrische Aehn
lichkeit und 3. Lochbelastungen, kritische Beach
tung erfordern. 

1. Die Randbedingungen fallen dann ausser 
Betracht, wenn bei der Problemstellung Rand
spannungen gegeben sind. Sind dagegen Rand
deformationen vorgeschrieben, dann werden die 
elastischen Konstanten in das Problem ein
geführt und müssen bei der Uebertragung der 
Resullate auf irgendeine Weise berücksichtigt 
werden. 

2. Eine selbstverständliche, aber nicht immer 
genügend beachtete Voraussetzung für die Ueber
tragbarkeit der Resultate ist die geometrische 
Aehnlichkeil. Nun ist leicht einzusehen, dass 
nur bei einem gC1nz bestimmten BelC1stungszusland 
des Modells dieses der belasteten Konstruktion 
selbst absolut ähnlich sein kann, woraus - da die 
Deformalionen von den E-Moduli abhängen - die 
Folgerung gezogen werden muss, dass diese also 
doch eine gewisse, zwar meist untergeordnete 
Rolle spielen. Es gibt jedoch Fälle, in denen der 
eben erwähnte Umstand Berücksichtigung er
heischL.20) 

ß. vVas nun die Lochbelastungen in Verbindung 
mit der zweiten Materialkonstanten 11 = 1/m an
betrifft, sind folgende drei Fälle zu unterscheiden: 

FC11l u: Die Konstanten v sind gleich. Es können 
beliebig belastete Löcher in der Konstruk
tion vorhanden sein. In diesem Fall kann 
die Uebertragung ohne weiteres direkt 
erfolgen. 

Full b: Die Konslcmlen 1, sind verschieden. Es 
.sincl entweder iiberhcmpt keine, oder nur 
durch Momente, aber keine durch eine 
resultierende Einzelkmf t belasteten Löcher 
in cler Konslniklion vorhamlen. Auch in 
diesem Fall kann die Uebertragung direkt 
erfolgen. Der Grund hierfür liegt darin, 
dass in diesem Fall die Differentialglei
chung (6) eindeutig gilt und diese den 
'Wert y nicht enthält. 

20) "'\Vill man beispielsweise eine halbkreisförmige 
Kerbe untersuchen, dann ist zu beachten, dass eine 
solche Kerbe anfänglich tatsächlich kreisrund sein 
mag, bei Belastung aber elliptisch wird. Man wird 
also beim Versuch umgekehrt voi;gehen müssen und 
eine anfänglich elliptische Kerbe so belasten, bis sie 
kreisförmig wird. 



Fall c: Die Konstanten v sind verschieden. Die 
Konstrnktion ist gelocht. Nlindestens eines 
der Löcher weisl eine resultierende Ein
zelkmf t auf. In diesem Fall kann die 
Uebertragung nichl mehr direkt erfolgen. 
Die nähere mathematische Untersuchung 
solcher Fälle 21

) zeigt nämlich, dass die 
Differentialgleichung (6) keine eindeutige 
Bedingungsgleichung für die Spannungs
funktion mehr darstellt. Sie zeigt ferner, 
dass bei solchen Problemen die Poisson
sche Konstante ebenfalls in der Lösung 
erscheint, das heisst dass die Spannungs
verteilung von dieser Konstanten abhängig 
ist. Die photoelastisch ermittelten Span
mmgen müssen deshalb durch Korrektur
glieder berichtigt werden. 

Tabelle I. U ebertragungsmethoclen. 

Methode 1 Quelle 1 Merkmnle 

I 'l Filou 
1 

[5] 
1 

Ermittlung der Korrekturwerte 

1 1 

auf Grund von Dislokations-
versuchen 

Es ist nun nach einer von Filori entwickelten 
Methode (1 1, Tab. 1) möglich, diese Korrektur
werte zu ennitteln, und zwar in ganz einfachen 
Fällen rechnerisch, sonst experimentell, wobei 
man sich wiederum der photoelastischen Methode 
bedienen kann. Nach Filon handelt es sich näm
lich bei diesen Korrekturgliedern um Spannungen, 
die entstehen, we1in man den Körper aufschnei
det und entweder die Schnittflächen um den 
Betrag h versetzt (Abb. 10b) oder das schraffierte 
Material (Abb.10c) entfernt und die Schnittflächen 
jeweils wieder verbindet. Einfachhcitshalher sind 
in Abb. 10 nur die für den Fall eines einzelnen, 
durch eine resultierende Kraft R belasteten Loches 
gellenden Formeln VII und VIII gegeben. Bein sol
chen Löchern sind im allgemeinen ebensoviele 
«Dislokationsversuchc» not wendig. Dadurch wird 

die Lösung derartiger Probleme sehr umständlich. 
Man wird sich deshalb in solchen Fällen meist mit 
der Möglichkeit begnügen müssen, aufgestellte 
Theorien kontrollieren zu l\önnen, indem man in 
die numerischen Beispiele den 7,_ ·wert des Modell-

Bewohn! fholoelasf. Versuch. 

a) (9 

Photoelasl. Oisloka!tof!s - Versuche 

C} .-----~~._.,. 
b) 

~ bezrv. 

li ii jj 
SparmungBfl t/;, ay, 'Cy; 

Abb. 10. Schematische Darstellung der notwendigen Ver
suche bei abweichender Poissonschen Konstan
ten. 

materials einsetzt. Handelt es sich dagegen um 
eine Uebertragung der Resultate vom Modell auf 
die Konstruktion, dann wird man Modellmaterial 
wählen, das möglichst das gleiche v wie die Kon
struktion aufweist, und wird einen gewissen Fehler 
in Kauf nehmen müssen, der aber nach Gleichung VIII 
umso kleiner ausfällt, je geringer die Differenz 
(v -v M) ist. Von diesem Gesichtspunkt gesehen, ist 
jedes neue Modellmaterial, das uns die Industrie, 
besonders die Kunstharzindustric zur Verfügung 
stclll, wertvoll. In Tab. 2 findet sich eine Zusam
menstellung einiger v- ·werte, die in diesem Zu
sammenhang von Interesse sein dürfte. 

Tabelle 2. Poissonsche Konstante v = 1/m 

Konstruktionsmaterialien Modellmaterialien 

1 

11'== 1/ml Quelle 1 ?J=1/m 
1 

Quelle 
1 

II! 

Stahl, Aluminium 
1 1 

0,3 
1 

Zelluloid 
1 

0,3G-;- 0/13 
1 

Coker 5), Baud o) 

Gusseisen Zug 1 3,7 
1 

0,27 
1 1 

Hos-Eichinger 1) Plexiglas 
1 

0,35 
1 

Baud 0
) 

Gusseisen Druck 
1 

3,ß 
1 

0,28 
1 

Hos-Eiehinger ') Bakelit 
1 

0,25 
1 

Baud 

Beton 
1 

4,6 
1 

0,22 
1 

Hos 2
) Marbletle 

1 

0/122 
1 

Baud 

Marmor 3,7 
1 

0,27• 
1 

Ros-Eichinger ') Glas 
1 

0,22 1 Heymans u. Allis 7) 

Porzellan 
1 

L1,8 
1 

0,2'1 
1 

llos-Eichinger ') Geschmolzener Quarz 
1 

O,JL1 
1 

Heymans u. Allis 

Kalkstein 
1 

3,5 
1 

0,28 
1 

Hos-Eichingei· ') Phenolit 1 0,308 
1 

Baud 0) 
1 

-----~-

1 1 1 

1 

1 

Sandstein 2,5 0,38 H.os-Eichinger ') 1 

1 

Tonstein 
1 

6,0 
1 

0,:17 
1 

Voellmy'1) 
1 1 

1) EMPA-Bericht No. 3'1.; 2) Kr\'IPA-Bericht No. 8; 3) E~IPA-ßericht No, 28i 4) Persönl. Miltg.; 5) General Electric Ueview, Val. 24 Nr. 5; 6) Vgl. 28; 
7 J Publ. Mnss. Inst. of Technology, Pub. Serinl Nl'. 209. 

21) Vgl. [ 4], S. 128-130 und 504-524. 
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III. Der statisch-elastisch-dreidimensionale Fall. 
a) Erstversuche und heutiger Stand. 

Es ist bemerkenswert, dass schon ab 1840 ge
wisse Forscher sich der photoelastischen Methode 
als Beweismillel für die Richtigkeit der Ergebnisse 
zum Teil recht komplizierter, elastizitätstheoreti
scher Untersuchungen bedienten. So ist Neumann 
[11 J beispielsweise nicht davor zurückgeschreckt, 
auch quasiebene Spannungsfelder (tordierler Kreis
zylinder etc.) und rolationssymmetrische Zu
stände (durch ungleiche Temperatur- bzw. Ab
kühlungsverhältnisse bedingte Spannungsfelder in 
Kugeln und Kugelflächen etc.) photoelastisch zu 
untersuchen. Die experimentelle Schwierigkeit, die 
bei spannungsoptischer Ausmessung «räumlicher 
Körper» darin besteht, dass bei geneigtem Licht
einfall gewöhnliche Lichtbrechung auftritt, die 
zu unerwünschter Lichtablenkung und ausserdem, 
bei Verwendung weissen Lichtes, zu dessen Dis
persion führL, was täuschende Farbenerschei-

Abb. 11. Anordnung ztrr Prüfung «dreidimensionaler 
Körper». 

nungen zur Folge haben kann, hat ebenfalls Neu
mann schon dadurch zu überwinden gewusst, dass 
er den Modellkörper in ein planparalleles Glas
gefäss brachte und letzteres sodann mit einer 
Flüssigkeit füllte, die den gleichen Brechungs
index wie der Versuchskörper hatte. Abb. 11 stellt 
ein Beispiel für einen solchen vom Verfasser [54] 
ausgeführten V ersuch dar, bei dem es sich um die 
Nachprüfung eines Glas-Isolators auf innere, durch 
Herstellung bedingte Spannungen handelte. Die 
aus Kohlenstoff-Tetrachlorid und Kohlenstoff
Bisulfit bestehende Flüssigkeit wurde so gemischt, 
dass sie den gleichen Brechungsindex aufwies, wie 
das Glas des betreffenden Isolators, nämlich 1,52. 
Bei einer solchen Versuchsanordnung tritt das 
Licht in der gewünschten Richtung in den Körper 
ein, obschon Lichtrichtung und Oberflächennor
male nicht zusammenfallen. Dasselbe ist für den 
Lichtaustritt der Fall. Da nun aber die Spminun
gen auf dem Weg durch den Körper variieren, wird 
beim Austritt ein Integraleffekt gemessen, der im 
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allgemeinen keinen Rückschluss auf die Span
nungsgrössen in einzelnen Punkten zulässt. Zur 
Ueberwindung dieser Schwierigkeiten schlug 
Faure [55] vor, kleine, aus doppelbrechendem Glas 
bestehende Prismen in gewissen Punkten in nicht 
doppelbrechendes Glas einzuschmelzen und zur 
Ausmessung der Gangdifferenzen die Methode D 2 
heranzuziehen. Die Verwirklichung dieses Vor
schlages ist jedoch mit grossen Schwierigkeiten 
verknüpft. 

In einer andern Richtung bewegen sich die 
neuerdings von Solakian [56] und Oppel [57] 
gemachten Vorschläge, die auf der Irreversibilität 
des Deformationsvorganges bei veränderlicher Er
wärmung beruhen und auf eine Zerlegung des 
Experimentes in mehrere Phasen hinzielen. In der 
ersten Versuchsphase wird das aus einem Kunst
stoff (z. B. Trolon oder Marblette) bestehende 
Modell auf zirka 80 ° C erwärmt und gleichzeilig 
so belastet, dass die Spannungen die Propor
Lionalitätsgrenze nicht überschreiten. Infolge der 
erhöhten Temperatur stellen sich relativ sehr 
grosse Deformationen ein. -- In der zweiten Phase 
des Experimentes wird die Erwärmung sukzessive 
reduziert, die Belastung jedoch beibehalten. Das 
\Vesenlliche ist nun, dass der Körper von sich aus 
nicht in der Lage ist, den der jeweiligen Tempe
ratur entsprechenden Deformationszusland wieder 
zurückzugewinnen, vielmehr behalten die Defor
mationen jene Grösse bei, die sie bei der Höchst
temperatur (80 ° C) halten. Bei einer bestimmten 
Grenztemperatur (35 ° C) verfestigt sich der Körper, 
wobei er zwei überlagerte Deformationszustände 
aufweist, wovon der eine der maximalen Tempe
ratur (80 ° C) entspricht und nunmehr erstarrt ist; 
der andere rührt von der Belastung her und wird 
durch Entfernung derselben eliminiert. - In der 
dritten Versuchsphase wird das erstarrte Modell 
in flache Stücke von e L wa 2 mm Dicke zerschnitten, 
wobei der Körper (angeblich) l{eine Formänderun
gen erleidet. Die so erhaltenen Scheiben sind 
anisotrop und doppelbrechend und werden photo
elastisch in üblicher vVeise, das heisst nach den 
Verfahren der Tab. A und B geprüft. Dies setzt 
voraus, dass· die «Hauptspannungsschalen» be
kannt sind, sodass die Stücke entsprechend auf
geschnitten werden können. Da das im allgemei
nen aber nicht der Fall ist, bleibt der Solakian-
0 p pelsche Vorschlag auf die Untersuchung ge
wisser Schnitte quasiebener und rolalionssymme
Lrischer Spannungszustände beschränkt, was 
immerhin einen nicht unwesentlichen Fortschritt 
bedeutet. 

Begnügt man sich mit der Bestimmung der 
Oberflächenspannungen eines Körpers, dann kann 
die folgende von Mesnager [58] vorgeschlagene 
Methode herangezogen werden: Der zu unter
suchende Körper wird - je nachdem - stellen
weise oder ganz hochglänzend poliert und mit einem 
isotropen Film überzogen, der bei Belastung an
isotrop und doppelbrechend wird. Die Benützung 



des in Abb. 12 dargestellten Reflexionspolariskopes 
ermöglicht sodann die Ausmessung der a- und 
(01-02)-·werte nach bekannten Prinzipien. Ein 
analoger von Mabboux [59] gemachter Vorschlag 
zur Messung von Spannungen in Betonbauwerken 
geht dahin, bei der Herstellung kleine Spiegel in 
die Oberfläche der Betonkörper einzubetten und 
die in dem Spiegelglas auftretende Doppel
brechung auszumitteln. Da in vielen praktischen 
Fällen Dehnungsmesser entweder überhaupt nicht 
(beispielsweise wegen Platzmangels) oder nicht 
genügend lange (beispielsweise bei Betonbauten) 
angebracht werden können, so hat die von Mes
nager-Mabboux vorgeschlagene Methode unter 
Umständen, das heisst in gewissen Fällen, eine 
grosse praktische Bedeutung. Sie ist jedoch inso
fern unvollständig, als sie nicht erlaubt, die 
Hauptspannungen einzeln zu ermitteln. Versieht 
man dagegen, etwa nachträglich, das heisst nach 
erfolgter Messung der a- und (01-02)-Werte, den 
Film bzw. Spiegel mit kreisrunden Löchern und 
misst unter 30 und 60 ° bzw. 45 ° zur Hauptspan
nungsrichtung a die Lochrandspannungen, so 
erhält man nach Methode E 1 auch noch die Haupt
spannungen o2 und 0 1 bzw. (01 + 0 2). 

s f'1 R 

f1 • lfonocilMmallsdle Lichlf uelle; N- N/co/1 R= 1 bez w. g -Piaffe 
H= Hode!/ (film) ; R= Reflekfor; 5= ßeobachlu"Jsscl!irm, 

G= Blaspfaffe i L, , L2 = l<ondenserl/nsen. 

Abb. 12. Reflexions-Polariskop nach Mindlin [10]. 

Soweit die ausschliesslich auf akzidenteller 
Doppelbrechung beruhenden Methoden. In gewis
sen Fällen kann eine vom Verfasser [60] vor
geschlagene Kombination von Dehnungs- und 
photoelastischen Messungen zum gewünschten 
Ziele führen, nämlich dann, wenn der Körper in 
einer der drei Richtungen sehr lang ist und in 
dieser Richtung keinen ProHlübergang aufweist, 
wi_e es beispielsweise bei Eisenbahnschienen der 
Fall ist. In solchen Fällen kann man nämlich 
mittelst photoelaslischer Versuche zuerst die 
Gestaltziffern an flachen, Schnittstücke senkrecht 
zur Längsachse darstellenden Probekörpern in 
üblicher ·weise bestimmen. Sodann können an
hand von Dehnungsmessungen die Raumziffern 
ermittelt werden. Bei gleichzeitiger Berücksichti
gung der Gestalt- und Raumziffern gelingt es so 
bisweilen, in gewissen Schnitten die gesuchten 
Spannungen zu ermitteln, was unter Umständen 
von erheblicher Bedeutung sein kann.22

) 

In die Kategorie dreidimensionaler Spannungs
zustände gehören schliesslich noch die folgenden, 
sich selbst genügenden, daher in Tab. K nicht 
speziell aufgeführten Methoden. Bereits unter II b 
wurde die Seifenhautanalogie zur Ermittlung der 
quasiebenen Torsionsfelder erläutert. Es bleibt 
nur noch nachzutragen, dass sie nach Vening
Meinesz [61J auch zur Untersuchung der Span
nungszustände gebogener Stäbe komplizierter 
Querschnittsform herangezogen werden kann. 

Tabelle J(. 

Methoden zur Ermittlung dreidimensionaler 
Spannungszustände. 

Methode 1 Quelle 1 Merkmale 

K1 Neumann 
1 

[11] Eintauchen in Flüssig-
keit von gleichem Bre-

1 
chungsindex 23 ) 

K2 

1 

Favre 

1 

[55] 1 Verwendung von 
Spezialmodellen 

K3 
1 

Solakian-Oppel 1[56,57]1 Erstarrungsverfahren 

K L1 l\fosnager- [58,59] Doppelbrechung von 
Mabboux Oberflächenfilmen 

bzw. Spiegeln 

K5 

1 

Baud 
1 Vorl. / 

Ergänzung der Methode 
Arbeit K 4 durch E 1 

Kö Baud [60] Kombination von pho-
toelastischen Messungen 
u. Dehnungsmessungen 

Für tordierte Stäbe, die in ihrer Längsrichtung 
Querschnittsübergänge aufweisen, wie abgesetzte 
·wellen etc., besteht noch eine weitere Analogie
methode von Jacobsen [62], die auf der Gleich
heit der Differentialgleichung für den Torsions
winkel p: 

(13) fJ2p + fJ2p + 3 • ö p = 0 
Ö x 2 Ö r 2 r Ö r 

mit der Differentialgleichung des stationären elek
trischen Stromes in dünnen Platten: 

(14) 

beruht. 
Schliesslich sei noch ganz kurz auf die Ver

zerrungsmessmethode Tadayoshi J{anaos [63] und 
die röntgenographische Spannungsermittlung [64] 
hingewiesen. Bei der ersteren werden durchsich-

22) Aendert man beispielsweise die Gestalt des Pro
fils bei ungefähr gleich bleibender Querschnittsfläche, 
so können die räumlichen Spannungen dieses neuen 
Profils vorausbestimmt werden, indem man die photo
elastisch gemessenen Spannungen des neuen Profils 
mit den am vorhergehenden Profil ermittelten Raum
ziffern multipliziert. Auf diese Weise ist es möglich, 
das günstigste verschiedener zur 'N ahl vorliegender 
Profile zu ermitteln, ohne dass es nötig wäre, die 
entsprechende Anzahl entsprechend geformter «räum
licher Versuchskörpern herzustellen und zu prüfen. 

23) Hier bequemlichkeitshalber als Methode ange
geben, obschon es sich, genau betrachtet, nur um ein 
Hilfsmittel handelt. 

19 



tige, aus Agar-Gallerte bestehende und Graphit
partikelchen enthaltende Probekörper benützt. Die 
Messung erfolgt mittelst eines Mikroskops, dessen 
Optik auf jeweils ein Parlikelchen vor und nach 
Belastung scharf eingestellt wird. Auf diese ·weise 
werden mittelst drei Messuhren die Verschie
bungskomponenten sämtlicher Teilchen in drei 
zueinander senkrechten Richtungen bestimmt. 
Auf Grund dieser ·werte lassen sich die Spannun
gen ermitteln. - Die röntgenographische Methode 
endlich befindet sich in Entwicklung, wobei 
beträchlliche Schwierigkeiten zu überwinden sind. 

b) Moclellregeln. 

Die Differentialgleichungen für den statisch
elastisch-dreidimensionalen Spannungszustand, 
die· man aus den Gleichgewichts- und Defor
mationsgleichungen durch Elimination der Ver
schiebungen erhäll, enthalten den Ausdruck 
1/(1 + v), das heisst dass dieser Spannungszustand 
von der Poissonschen Konstanten v abhängig ist. 
·während bei gleichen v die Resultate direkt vom 
Modell auf die Konstruktion übertragen werden 
können, ist bei abweichenden v- ·werten eine Kor
rektur von zurzeit noch unbekannter Art und 
Grösse notwendig. Handelt es sich nur darmn, 
eine Theorie nachzuprüfen, so kann, ähnlich wie 
wir es schon beim zweidimensionalen Fall aus
geführt haben, die obgenannte Schwierigkeit da
durch umgangen werden, dass man numerische 
Beispiele der betreffenden Theorie mit der Kon
stanten v des lVIodellmaterials durchrechnet und 
dann vergleicht. Müssen dagegen die ·werte direkt 
übertragen werden, so wird auch hier verniutlich 
der Fehler umso geringer, je kleiner die Differenz 
(v-v M) ist; vgl. Abschnitt II d. 

IV. Der dynamisch-elastisch-zweidimensionale 
Fall. 

a) Erstversuche. 

Die ersten Forscher, die bei der Untersuchung 
der Spannungszustände schwingender Stäbe und 
Scheiben sich der photoelastischen Methode be
dienten, waren Kundl l65], Mach [66] und König 
r67]. Ihnen folgten Kimball und Heymcms [68] und 
der Verfasser L50, 51] mit Versuchen an rotieren
den Zelluloidzahnrädern, sodann Tuzi [69] und 
Meyer [48]. 

Die im dynamischen Fall dem Experimentator 
gestellte Aufgabe besteht darin, die Messung in 
eine quasistatische dadurch überzuführen, dass 
man das zeitlich veränderliche Gesamtbild in zeit
lich genügend kurze Einzelbilder unterteilt. Dies 
kann durch Benützung einer intermillierenden 
Lichtquelle oder stroboskopische Beobachtung oder 
kinematographische Aufnahmen geschehen. Den 
erstern Weg haben Kimball, Heymans und Meyer, 
den letztern - ungefähr gleichzeitig - Tuzi und 
der Verfasser beschritten. 
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Tabelle L. 
iHethodrn zur Ermittlung clynamisch-elastisch

zweiclimensionaler Spannungszustäncle. 

l\fotl10de 
1 

Quelle 
1 

:Messweise 

L l 

1 

Kirn.ball und 1 [68, 48) 1 Intermittierende 
Heymans, Meyer Lichtquelle 

L 2 

1 

Baud 
1 Vorl. I 

Stroboskopische 
Arbeit Beobachtung 

L 3 

1 

Tuzi, Baud 
1 [50, 51 1 

Kinematographische 
69) Aufnahmen 

b) Modellregeln. 

Die Verhällnisse liegen hier ähnlich wie im 
statisch-elastisch-dreidimensionalen Fall. Die 
Differentialgleichungen enthalten zwar ausser der 
Poissonschen Konstanten auch noch den Elastizi
tätsmodul und die Dichte. Nach Meyer [ 48] wird 
die Spannungsverteilung jedoch ausschliesslich 
durch die Poissonsche Konstante beeinflusst, wäh
rend eine Ahweichung des Moduls und der Dichte 
sich nur in einer Abweichung der Frequenz aus
wirkt. In der Tatsache, dass die theoretisch unter 
Vernachlässigung der Poissonschen Konstanten 
aufgestelllen Schwingungsgleichungen im all
nemeinen doch recht brauchbare Ergebnisse lie-b ~ 

fern, glaubt Meyer eine Rechtfertigung für eine 
von ihm gemachte Aeusserung (vgl. [ 48], S. 287) 
erblicken zu können, laut welcher die an Modellen 
gewonnenen Ergebnisse für andere Baustoffe ihre 
Bedeutung und Gülligkeit beibehallen, auch dann, 
wenn die Poissonschen Konstanten der beiden 
Stoffe nicht unerheblich voneinander abweichen, 
'.Vie beispielsweise diejenigen von Glas (0,2) und 
Stahl (0,3). 

V. Photoplastizität. 

vVir unterscheiden im wesenllichen zwischen 
idealelastischen, hal'hplastischen und plastischen 
Stoffen, je nachdem sich das Spannungs-Deh
nunnsdiai.rramm den Kurven a, b und c (Abb. 13) 

t> L' 

annähert. Im idealelastischen Bereich OA bzw. 
OA' können Spannungs- und Verformungsfeld als 
eine Einheit betrachtet werden, da sie in einfacher 
vVeise durch das Hookesche Gesetz verknüpft sind. 

A' 

a 

0 Oehnung 

Abb. 13. Idealisierte Spannungs-Dehnungskurven. 



Bei halbplaslischen Zuslünden AB wird der 
Zusammenhang im allgemeinen ~ü1sserst kompli
ziel'L, während bei plaslischen Zusländen AC über
haupl kein eindeuliger Zusammenhang mehr 
heslehl, sodass man von Anfang an vor die Auf
gabe geslclll isl, enlweder das Spannungs- oder 

Abb. 14a. füiumliche Darstellung der Spannungs-Dch
nungs-Doppelbrednmgskurvc. Fall a) Spannung 
und Gangdifferenzen proportional. 

das V erformungsfcld bzw. beide zu ermi Lleln. Der 
Gedanke licgl nun nahe, sich hierzu - ähnlich 
wie im claslischen Bereich - der akzidenlellen 
Doppelbrechung zu bedienen. Im Prinzip isl die'> 
clmchführbar, indem man nämlich das eine Mal 
Malerial, bei dem die Gangdir(erenzen slels pro
porlional den Spannungen sind, benülzl(Abb.14u), 
das andere Mal dagegen .Malerial, das dauernde 
Proporlionaliläl zwischen Gangdifferenzen und 
Dehnungen aul\veist (Abb. 11tb). Die Schwierig-

g:, 
g 
~ c:; 

0BhllUll/j 

Abb. 14h. Häumliche Darstellung der Spannungs-Deh
nungs-Doppelbrechungskurve. Fall b) Dehnung 
und Gangdifferenzen proportional. 

Abb. 15. Linien r = (01-02)/00 = 0,2\lß n = konstant bei 
mittel-starkem Stempe1druck auf Streifen aus 
Zelluloid. 
Abmessungen 7,3X2,74X0,6 cm; Slempelhreilc 

120 
0,7\l cm; P = 120 kg; oo · = 253 

0,70 X O,ö 
kg/cm2

; n = Krn„venzahl. 

keit liegl uun einerseils darin, halb- bzw. plaslische 
Malerialien zu finden, die einwandfrei den oben 
genannten Anforderungen in oplischer Beziehung 
nachkommen, andererseils spielt bei den meislen 
S Loffen, die hierfür evenluell in Frage kommen, 
die Zeit die Rolle einer weilern (vierlen!) ver
änderlichen Grösse. Dehnungen und Gangdifferen
zen sind nämlich - im Gegensalz zu der bisher 
slillschweigend gemachlen Annahme - zeitlich 
veränderliche Grössen, eine Erscheinung, die bei 
den meislen Sloffen mehr oder weniger deutlich in 
Erscheinung Lrill und die man als Kriechen zu 
bezeichnen pflegl. Nach den bisherigen: Erfahrun
gen slehen nun das mechanische und das optische 
Kriechen in keiner einfachen Beziehung zuein
ander, ebenso isl, sobald die zeilliche Abhängigkeil 
milherücksichligl wird, die oplische Aequivalenz 
der in Abb. 3 dargeslell Len und entsprechenden 
Spannungszuslände in Frage geslellt. Während 
nun diese Beglcilerscheinungen unlerhalb der Pro
porlionalilälsgrenze im allgemeinen unhedeulencl 
und dadurch enlslehende Ungenauigkeilen bei 
Problemen der Praxis vernachlässigbar sind, wir
ken sie oberhalb dieser Grenze u. U. derarl störend. 
dass nach Auffassung des V crfassers die Pholo-

Abb. 16. Gleicher Streifen wie Abb. 15, jedoch bei sehr 
grossem Stempeldruck P = -!50 kg, oo = \l50 
kg/cm 2; Bild zeigt Linien kon.stnnter Doppel
brechung; Beziehung r := (01-02)/00 = 0,07\l n 
vermutlich nur gültig für n = 0 bi·s ungefähr 5; 
darüber hinaus Doppelbrechung abhängig von 
Dehnung. 
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Abb. 17. Gleicher Streifen wie Ahh. 15, jedoch entl:astet, 
mit plastischer Oberflächenverwölbung; Bild 
zeigt Linien konstanter, bleibender Doppel
breclnrng, zunehmend mit Kurvenzahl. 

plastizitäl bis heule über die mehr allgemeine 
Betrachtung ihrer prinzipiellen Anwendungsmög
lichkeit nicht hinausgekommen isl. 

Ergebnisse von Untersuchungen, bei denen man 
sich über den zeitlichen Einfluss ohne dessen Be-

Abb. 18. \Vie Abb. 17, jedoch nach Entfernung der 
plas lisch en Oberflächen vcrwöllmngen. 

rücksichligung hinwegselzl, besitzen nalurgemäss 
vorwiegend qualitativen Charakter. Einige 
wenige solche sich auf gewisse Teilfragen be
ziehende Ergebnisse liegen vor. Beispielsweise 
wurden von Mesmer [7:5] diejenigen Teilgebiete des 
Feldes untersucht, die bei sehr starkem, auf einen 

:JOO 

800 -

JOO 

200 

100 

') _j__J __ J ___ l__j__ __ 1~~----_. 
O .JO 50 90 120 150 180 210 240 °/oo Dehnun,9 

Abb. 19. Maschinendiagramm des vom Verfasser bei den 
Versuchen Abb. 15-18 verwendeten Zelluloids. 
Ursprünglicher Querschnitt des Probestabes: 
2,2X0,605 cm; "" = 190 kg/cm2 (bei 0,2 O/oo) und 
as = 353 kg/cm2 (bei 2 O/oo); Zugfestigkeit 
ß z = 565 kg/cm 2 (auf Ursprungsquerschnitt 
bez_ogen). 
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Zelluloidstreifen wirkenden Stempeldruck, ähn
lich Abb. 16, elastisch geblieben sind und er 
gelangte so zu interessanten Schlussfolgerungen. 
Ebenfalls sehr interessant, wenn auch noch nicht 
völlig abgeklärt, sind die bleibenden Doppel
brechungserscheinungen, die man nach Entfernen 
übermässiger Lasten vorfindet, Abb. 17. Die oft 
beobachteten, störenden, von den Oberflächen
Yerwöllrnngen herrührenden schallenähnlichen 
Bildverdunkelungen (Linsenwirkung!), vgl. Abb. 
1() und 17, lassen sich durch das Eintauchver
L'ahren (JVIethode K 1) eliminieren. Versuche des 
Verfassers haben gezeigt, dass man hei vorstehen
den Verwöllrnngen das betreffende Material ein
fachheilshalber auch wegfeilen (und die betreffen
den Stellen hierauf polieren) kann, wodurch die 
störenden Bildverdunkelungen ebenfalls verschwin
den, ohne im übrigen die Erscheinung qualitativ 
zu beeinflussen, während quanlitaliv ein kleiner 
Unterschied festzustellen ist, vgl. Abb. 18 mit 17. 

VI. Schlussbemerkung. 

In der vorliegenden Arbeit wurde die zu 
betrachtende Materie in der Reihenfolge der wach
senden, methodischen Schwierigkeiten behandelt. 
Zugegehen, dass wir uns noch zum grössern Teil 
mitten oder in den Anfängen dieser Entwicklung 
befinden; dennoch sind wir heute in vielen Fällen 
in der Lage, den wuhre11 Spannungszustand zu 
bestimmen, im Gegensalz zu früher, wo dies nur 
ganz vereinzelt möglich war. Ohne Zweifel ist dies 
für eine richtige, d. h. eine den Tatsachen nach 
Möglichkeit Rechnung tragende Fesligkeitsbe
trachtung von grössler Bedeutung. vVir haben je
doch bis heule --'-- von einigen Ausnahmen ab
gesehen - aus dieser veränderten Sachlage keine 
Konsequenzen gezogen, indem die zurzeit be
nützten Berechnungsregeln noch immer auf der 
Annahme eines prin1itiuen hypothetischen Span
nungszustandes beruhen. Erst dann, wenn man die 
Vorteile der genauen Kenntnis der effektiv auf
tretenden Spannungen einerseits und diejenigen 
einer wohlabgewogenen Formgebung anderersei ls 
klar und allgemein erkennt und dazu übergeht, 
den Festigkeilsberechnungen etc. Werte zu Grunde 
zu legen, die auf der Kenntnis des wuhren Span
nungszustandes beruhen - was allerdings gewisse 
Erkenntnisse auf dem Gebiete der vVerkstoff
mechanik voraussetzt - wird die Spannungs
analyse ihre volle und uneingeschränkte Becleu
l ung erlangen. 

* 
Abschliessend ergreife ich gerne die Gelegenheit, 

den Herren Professoren Dr. Ing. h. c. Jl!I. Ros; Direk
tionspräsident der Eidgenössischen Materialprüfungs
und Versuchsanstalt, und Dr. F. Tank, Vorsteher .des 
Institutes für Hochfrequenztechnik an der ETH, für 
die Förderung dieses Berichtes verbindlichst zu dan
ken. 

Zürich, Eidg. Materialprüfungs· und Versuchs· 
anstalt für Industrie, Bauwesen und Gewerbe. 
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