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Der vorliegende Bericht isl ein theoretisch erweiterter Abschnitt aus einer, 

Herrn Prof. Dr. h. c. M. Ras, Direktionspräsident der Eidg. Materialprüfungs

und Versuchsanstalt f iir Industrie, Bauwesen und Gewerbe, Ziirich, von der 

Generaldirektion der S. A. des Hauls Fourneaux et Acieries de Differdange -

St-Ingbert-Rizmelcmge - im Jahre 1939 anvertrauten und demnächst zur Ver

öff entliclmng gelangenden Studie betreff end die inneren Spannungen, ins

besondere von gewalzten, breitflanschigen T-Trägern grosser Höhe, welche in 

der letzten Zeil als Tragelemente geschweisster Stahlbauten verwendet wurden. 



Zur Ermittlung der inneren Spannungen 

von Profilträgern 
von 

Dr. sc. fechn. R. V. Baud 
Abteilungsvorsteher der Eidgenössischen Materialprüfungs- und Versuchsanstalt 

für Industrie, Bauwesen und Gewerbe 

und 

Dr. sc. fechn. M. Inan 
Wissenschaftlicher Mitarbeiter der Eidgenössischen Materialprüfungs- und Versuchsanstalt 

für Industrie, Bauwesen und Gewerbe, 
jetzt Assistent an der Ecole Superieure des Ingenieurs in Istanbul 

1. Einleitung. 

Wenn ein Profilträger vom Walzbett kommt, 
weist er zunächst eine ungefähr gleichmässige 
Temperatur auf. Da nun der .Steg eine grössere 
Oberfläche pro Volumen hat als die Flanschen, 
kühlt er sich wesentlich rascher ab. Wenn bei
spielsweise der Steg bereits die Raumtemperatur 
erreicht hat, weisen die Flanschen noch eine 
gewisse, erhöhte Temperatur auf. Schliesslich 
kühlen sich auch die Flanschen auf die Raum
temperatur ab (vgl. Abb. 1). Diese ungleiche Ab
kühlung erzeugt innere Spannungen, und zwar 
nicht etwa in irgend einer speziellen Phase des 
Abkühlungsvorganges, sondern sofort, d. h. vom 
Beginn der Abkühlung an. 

Wäre die zeitlich variable Temperaturvertei
lung bekannt, dann wäre unter gewissen Annah
men auch die Spannungsvetteilung ermittelbar, 
vgl. [1, S. 203] *). Diese Annahmen beziehen sich 
auf thermisch-mechanische Vorgänge beim Ab-

Abb. 1. Schematische Darstellung des Abkühlungsvor
ganges irgend eines Punktes des Steges und der 
Flanschen. 

*) Hinsichtlich der in eckigen Klammern in Kursiv
schrift gemachten Angaben siehe Literaturverzeichnis. 

kühlen, indem der E-Modul, die Poissonsche Zahl 
m und der vVärmeausdehnungskoeffizient a 
Funktionen der Temperatur sind. Diese Umstände 
bedingen es, dass Probleme der vorliegenden Art 
nur in einfachen Fällen lösbar sind. Will man 
sich in komplizierten Fällen ein Bild über diese 
Spannungen machen, so ist es notwendig, gewisse 
Vereinfachungen vorzunehmen. In thermischer 
Beziehung sei angenommen: 

1) dass der Steg überall die gleiche Temperatur 
-&s, und die Flanschen überall die gleiche 
Temperatur -&F aufweisen, 

2) dass es eine gewisse Temperaturdifferenz: 

('l) 

gibt, die für den endgültigen inneren Span
nungszustand massgebcnd ist. 

Es ist zu beachten, dass bei dieser Annahme 
die Temperaturverteilung beim Uebergang 
Flansch-Steg unstetig und somit eine Lösung 
nach der eingangs erwähnten Methode nicht mehr 
möglich ist. Obige Annahmen erleichtern aber 
die Lösung nach andern Methoden, vgl. theore
tischer Teil (II). Dieser Teil enthält verschiedene 
Ansätze, von denen einige sehr einfach und über
sichtlich sind, jedoch gewisse Bedingungen nicht 
erfüllen, andere dagegen sind genau, aber gleich·
zei tig sehr kompliziert und zurzeit noch unvoll
ständig. 

Auf Grund der Annahmen 1) und 2) wurden 
gleichzeitig pholoelastische Modellversuche aus
geführt. Dies geschah, um zu kontrollieren, ob 
eventuell schon die einfacheren Ansätze genügen, 
um die inneren .Spannungen in Profilträgern mi L 

einer angemessenen Genauigkeit zu ermitlf~ln. 
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II. Theoretischer Teil. 

vVie man auch das Problem zu lösen versucht, 
stets gellen die zwei grundlegenden Beziehungen: 

(2) 
(3) 

eF =es 

N,Q,M= 0. 

Gleichung (2) bringt die elastische Bedingung 
zum Ausdruck. Dieser zufolge gehört der Trenn
schnitt zwischen Steg und Flanschen sowohl zum 
Steg als auch zum Flansch; infolgedessen müssen 
die «Trennschnitt-Dehnungen» EF und Es gleich 
gross sein. Gleichung (3) besagt, dass keine äus
seren Kräfte auftreten, somit müssen in irgend 
einem beliebigen Schni lt die Sclmi ttkräfle gleich 
Null werden. 

1. Angenäherte Lösung f iir Träger unbegrenzter 
Länge. 

In der Einleitung wurden Z\vei Annahmen 
hinsichtlich der Temperatur gemacht. Macht man 
analoge Annahmen hinsichtlich der Längsspan
nungen, nämlich: 

(ax)F = konstant = aF 

(ax)s = konstant = as 

was Träger endlicher Länge ausschliess t, dann 
lauten die Bedingungen (2) und (3) (Gl. 3), be
zogen auf N: 

(2') 

(3') 

aF as 
a-0-F + E = a-0-s + E 

aFFF + asFs = 0 

wobei unter FF die Fläche beider Flanschen und 
unter Fs die Fläche des Steges zu verstehen ist. 
Aus (2') und (3') folgt unmittelbar: 

aE (-0-F- -0-s) 
(4) as = -- -----

1 + Fs 
FF 

(5) aF= 
aE (-O-F--0-s) 

l +FF 
Fs [vergl. 2, S.1 O] 

Mit a = 1 X 10-5 ; E = 2 X '106 

FF= 3 (Differclinger DIN 14); 
Fs 

J-0- = -O-F--0-s = '100° C, 
ergeben sich folgende Spannungen: 

as = - 1500 kg/cm 2 

aF = 500 kg/cm 2
• 

2. Lösung f iir Träger begrenzter Länge. 

Für Träger begrenzter Länge ergibt die 
Lösung Gl. (4) und (5) ein anschauliches Bild 
über die Spannungsverhältnisse nur für die Mitte, 
versagt jedoch vollständig für die Trägerenden. 
Um diesen Uebelstand zu beheben und auch sonst 
das Spannungsbild der vVirklichkeit mehr anzu
nähern, müssen andere Lösungsmethoden heran
gezogen werden. In den nun folgenden Lösungen 
2a und 2b lassen wir zunächst, zweoks Verein
fachung, die Ternperat1uibeziehung weg und be
trachten das Problem rein elastisch. Das Grund
sätzliche aller folgenden Lösungen besteht darin, 
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dass der Steg allein, d. h. losgelöst von den Flan
schen, betrachtet wird (Abb. 2). vVie das nume
i·ische Beispiel (Abschnitt 1) zeigt, sind im Steg 
grössere Spannungen zu erwarten, sodass obiges 
Vorgehen durchaus berechtigt und zweckmässig 
erscheint. Damit ist das Problem auf ein Schei
benproblem übergeführt. Infolge Trennung sind, 
wie üblich, die zuvor inneren Spannungen jetzt 
als äussere Spannungen anzufügen. Dies ist in 
Abb. 2 geschehen, wobei angenommen wurde, 
dass im Trennschnitt nur Schubspannungen wir
ken. Diese Annahme erscheint berechtigt, indem 
die Trennfläche sehr nahe der lastfreien Aussen
fläche (Flanschen) liegt. 

2l 
--------- ___ .511/k:-g! __ 

.1 
c 2 

l ~ ~ O'x 
01 „ t'xv 

- ·--- ---- ------i~~J= 
!! !/ c 

Abb. 2. Steg, unter der Einwirkung von Randschubspan
nungeu. 

Die Randbedingungen für die «Steg-Scheibe» 
lauten: 

(G) für g = + c -?- 'rxy = - -r0 • /(x) und a9 = 0 
für g = - c--+ 'rxy = + -r0 • /(x) und a9 = 0 
für x = ± l -?- 'rxy = 0 und ax = 0 

wobei die Funktion [(x), die aus Symmetriegrün-
den eine ungerade Funktion sein muss, für die 
Schubspannungsverteilung am Rande bestimmend 
ist. Eine weitere Bedingung für f(x) ist dadurch 
gegeben, dass sie für x = ± l den Werl Null er
gibt, da in den Eckpunkten der «Steg-Scheibe» 
keine Schubspannung auftreten kann. A priori 
wählen wir für den Koeffizienten -r0 die mittlere 
Schubspannung für eine Hälfte des Randes, so 
dass z J 'r0 /(x) dx 

0 
(7) 'ro=---

l 
l 

bzw. (7a) J f(x) dx = l. 
0 

Jede Annahme hinsichtlich [(x) muss die 
Gl. (7a) erfüllen, dam:it -r0 die mittlere Schubspan
nung wird. In den nachfolgenden Problem
lösungen setzen wir zunächst voraus, f(x) sei be
kannt. 

Das zu lösende Problem besteht darin, die drei 
unbekannten Spannungsgrössen ax' a,

1
, 'txy so zu 

bestimmen, dass die Randbedingung (6) erfüllt ist. 
Zu diesem Zweck stehen bekanntlich die drei Dif
ferentialgleichungen: 

(S) Oax+O'rxy=O 
Bx oy 

(g) oa9 + O'rxy =O 
oy Bx 

o 2 (ax+a9 ) + o 2 (ax+a9 ) __ O ('10) 
8 x 2 8y2 



zur Verfügung. Alle drei Gleichungen werden bei 
der genauen Lösungsmelhode 2b benülzt, während 
bei der folgenden, vereinfachten Lösung 2a die 
Verlräglichkeitsbedingung GI. (10) unberücksich
tigt bleibt, bzw. durch eine Annahme erselzt wird. 

2a. Fesligkeilslheorelische Lösung. 

Bei fesligkeilstheorelischen Lösungen wird be
kanntlich die Verteilung einer der drei Span
nungen als solche a priori angenommen, z. B. bei 
Biegung die Verteilung der Längsspannung (vgl. 
Bernoulli-Naviersche Hypothese). Durch diese 
Annahme, die quasi an Stelle der GI. (10) tritt, 
wird eine ausserordentliche Vereinfachung des 
Problems erzielt, indem die Spannungen dann 
ohne weileres aus den Gleichgewichlshedingungen 
(9) und (10) hervorgehen. 

Um eine möglichst einfache, klare Lösung zu 
bekommen, wurde im vorliegenden Fall der 
Ansatz: 

ax = konstant iiber ganze Steghöhe 

gemacht. Dieser Ansatz liesse sich auf Grund der 
durch diese Studie gewonnenen Erkenntnisse be
liebig verfeinern, was aber die Mühe nicht lohnt, 
da die festigkei tstheorelische Lösung als solche 
doch nur eine Annäherung bleibt, indem ja 
GI. (10) ausser achl gelassen, bzw. durch eine 
Annahme ersetzt wird. 

Aus der Gleichgewichtsbedingung ergibL sich 
die Normalkraft für einen beliebigen Schnitt zu: 

1 

Nx=- 2 Jr0 /(x) · dx 
X 

und hieraus erhälL man unter Zugrundelegung der 
gemachten Annahme: 

1 

(11) ax = 1:'x = - ' 0 rf(x) dx 
2c c 

• 
X 

Um rx
9 

zu bestimmen, benützen Wll' zunächst 
Gl. (8) und (11): 

O'Z'xy =- Oax =- r 0 /(x) 
oy ox c 

und integrieren nach y: 

'Z'xy = - To }J_ /(x) + 9 (x) 
c 

wobei cp( x) eine beliebige Integralionsfunktion 
von x ist, deren Bestimmung auf Grund der Rand
bedingung (6) zu erfolgen hat. Es muss: 

(rxy)y=c = - To • /(x) 
sein und demzufolge: 

<p(x) = 0. 
Somit: 

('12) 'Z'xy = - To • }J_ • /(x). 
c 

Um a
9 

zu ermitteln, benützen wir GI. (9) und (12): 

oa9 = _ OTxy = To. }J_. /'(x) 
oy ox c 

und inlegrieren wiederum nach y: 
y2 

a9 = r 0 • 2---;/'(x)+1/f(x) 

wobei 1p(x) eine beliebige Integrationsfunktion 
von x ist, deren Bestimmung ebenfalls wieder auf 
Grund der Gl. (6) zu erfolgen hat. Es muss: 

c2 
(a9 )y=±c = T0 2;;/'(x) + \U(x) = 0 

sein, woraus sofort: 

1tJ (x) = - _'[o_ • c • /' (x) 
2 

und nach Einsetzen: 

(13) a9 =_'l";-•c•/'(x)[~:-1] 
folgt. Um das Problem, rein elastisch gesehen, einer 
Lösung enlgegenzuführen, ist es noch nolwendig, 
die Verteilungsfunktion /'( x) zu bestimmen. Es 
ist denkbar, dass dies auf Grund rein Lheore
Lischer Betrachlungen geschehen kann. vVir haben 
es jedoch vorgezogen, gewisse Ansätze zu machen, 
und diese später durch das Experiment nachzu
prüfen (vgl. Abschnitt III). 

a) Zuerst wurde angenommen, dass die Rand
Schuhverteilung sinusförmig oder verzerrt sinus
förmig sei. Dieser Annahme entspricht der Ansatz: 

(15) /(x) = kn ( ~ rn sin 7< 
welcher den weiter oben geschilderten Ansprüchen, 
vgl. Randbedingungen GI. (6), genügt. Hierbei 
muss der konstante Faktor k„ der Gl. (7a) genügen, 
wobei «IP eine ganze, positive Zahl isl. Näher 
untersucht wurde: n = 0 und n = 2. Man erhält auf 
diese Weise: 

Fiir n = 0: 

(7a') ko 
j[ 

2 

(H') <Jx =-~·+Ci + cos 7[ ~) 

(l 2') ay 
;.2 C (y2 ) X 4 • l . 'o . c2 - l . cos n l 

7[ 

(13') 
y . X 

Txy = - T • - • - • Sll1 IT -• 0 2 c l 
Fiir n = 2: 

(7a") 

k2 = 11,329 

(11") 
l [ ( 1 x 4 12 x

2 2L1) x ax =-k2 r 0 - 0,0098-f- -•----;-·--+--:- cosn-
c ,n [4 na l2 n" l 

+(- L
1 

• ~~-\- ~~·~)sinn ~J 
rr2 [3 rr4 l l 

(l 2") 

(13") 
Y X

4 
. X 

T. = -k • T • -- • - • 8111 7f -
'Y 2 0 C j4 [ 

Die dem Ansatz H = 2 entsprechenden Spannungen 
sind für einige ausgewählte Schnitte in Abb. 3 
gegeben. 

ß) Da der Ansalz a) relaliv umständliche Aus
drücke ergibL, was mi L der Forderung hinsicht
lich Einfachheit nicht im Einklang sleh t, wurde 
noch der Ansatz: 

(10) /(x) = k • ~ 
l 
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herangezogen, obschon dieser die Randbedingung 
für die Ecke nicht erfüllt. Dieser Ansalz führt 
zu folgender Lösung: 

(7a"') 

('11"') 

(12"') 

(13"') 

k 2 

ax = - T • _!_ ( 1 - x
2

) 
0 c 12 

c (y2 ) 
'o • l c2 -1 

6) 6J·-c H z·-c c) 
2,G'f~ l 

y·o - 1f,,(x•o) 11~0 

!f"+C IJ"l-C 

6' 

Abb. 3. Spannungsverteilung entsprechend der festigkeits
theorctischen Lösung; Ansatz n := 2. 
al Rand und Mittelschnitt; b) niittelschnilt quer; 
c) beliebiger Schnitt quer. 

2 b. Elaslizitätstheoretische Lösung. 

Auch bei dieser Lösung wird zunächst an
genommen, die Verteilung der Schubspannung 
(rxy)y=±c• d. h. die Funktion f (x) sei bekannt. 
Diese lässt sich bekanntlich in eine Sinus-Reihe 
entwickeln. Damit ist die weitere Problemlösung 
vorgezeichnet. Hierbei beschränkten wir uns auf 
den Fall: 

f (x) = sin n • 3_ 
l 

und bemerken, dass die Lösung für 

/(x) = sin n 7r: ~ (n = ganze Zahl) 

zu wiederholen ist. Die einzelnen Lösungen sind 
dann entsprechend der Fourier'schen Entwicklung 
zu superponieren. 

Die Lösung f(x) = sinnxenlspricht an und 
L 

für sich der festigkeitstheoretischen Lösung a) mit 
n = 0, Abschnitt 2a; sie unlerscheidet sich jedoch 
von dieser dadurch, dass nunmehr auch die Be
dingungsgleichung (10) berücksichtigt und in-

folgedessen von der Annahme hinsichtlich der ax -
Verteilung abstrahiert wird: 

Führt man die angenommene Verteilung direkl 
in die Randbedingungen (6) ein, so lauten diese: 

(6') F" + . X ur 9 = c -;i.- rxy = - 'max· s1n n 1 
-/ • X g = - C -;i.- 'rxy = - 'rmax •Sill 'j[f 

wobei (7a') 
7[ 

'rmax = 2 'o· 
Die übrigen Randbedingungen bleiben wie m 
GI. (6). 

So betrachtet, haben wir es mit einem aus
gesprochenen Scheibenproblem zu tun, zu dessen 
Lösung wird die A iry' sehe Spannungsfunktion cp (x, y) 

heranziehen. Wählt man nach Airy: 

fJ2 <fJ 

8 y2 
(17) 

fJ29 
fJx2 

(18) 

fJ29 
(19) 'fxy=- Ox Ög 

dann sind die GI. (8) und (9) ohne weiteres be
friedigt. Setzt man obige Werte in (10) ein, dann 
ergibt sich die bekannte, partielle Differential
gleichung vierter Ordnung für die gesuchte Span
nungsfunklion: 

fJ49 fJ49 fJ49 
(20) fJx4 + 2 fJx2fJy2 + fJy4 = 0. 

Von den vielen Lösungen dieser Gleichung ver
suchten wir nach einigem Probieren den Ansatz: 

(21) 

wobei: 

(22) 

Setzen wir GI. 

<fJ = F(y) · cos a x 

7[ 

et=-· 
l 

(21) in GI. (20) ein, so ergibt sich: 

(20') a4 • F(y) - 2 a 2 F" (y) + F"" (y) = 0. 

Die allgemeine Lösung dieser linearen Differen
tialgleichung ist: 

(23) 
F(y)=c1 coshay+c2 sinhcty+c3ycoshay+c4 ysinhay 

wobei c
1

, c
2

, c3 und c4 Integrationskonslanten. 
Die Spannungsfunktion (cp) wird dann nach 

GI. (23) und (21): 

(24) <(J= 

(c1 cosh ay+c2 sinh ay+c3 ycosh ay+c4ysinhay) cosax 

Die entsprechenden Komponenlen der Spannun
gen betragen somit auf Grund der GI. (17) und (19): 

(25) 
[J2 <fJ 
-- = cos ax [c1 a 2 cosh ay + c2 a

2 sinh ay + c3 a (2 sinh ay + 
fJy2 

+ ay cosh ay) + c4a (2 cosh ay + ay sinh ay] 

fJ2 (/) 
(26) 

(27) 

5 

= - a2 • cos ax (c1 cosh ay + c2 sinh ay -+ c3y cosh cty + c4y sinh ay) 
fJx2 

fJ2 (/) 
'rxy =- oxBy = a sin ax [ c1 a sinh ay + c2 a cosh ay + c3 (cosh ay + ay sinh a y) 

+ c4 (sinh ay + cty cosh ay)] 



Zur Bestimmung der Integrationskonstanten 
dienen die Randbedingungen (6) und (6'). Da für: 

y=±c-+ <1'y=0 

sein muss, folgt aus Gl. (26): 

c1 eosh ac + c2 sinh ac + c3 ceosh ac + c4 c sinh ac = 0 

c1 eosh ac- c2 sinh ac- c3 ceoshac + c4 csinhac = 0 

und hieraus ergibt sich: 

(28) 
sinh a c 

ci = - c4 ' c eosh a c 

eosh ac 
c2 = - ca ' c sinh a c · 

Nun stehen noch die Randbedingungen (6') zur 
Verfügung. Aus Gl. (25) folgt: 

Feldes 1 eingeschlagen, d. h. es wurde danach 
getrachtet, die entsprechende Spannungsfunktion 
zu finden. Diesbezüglich wurde folgender Ansatz 
gemacht: 

(33) Cf = Cfo -\- ßi CfJ1 -\- ß2 Cf2 -\- ßs Cfs -\- • • • 

2Z 

2c 

Abb. 4. Randbedingungen für Feld 2. 

(29) c1 a sinh a c + c2 a eosh a c -\- c3 (eosh a c -\- a c sinh a c) -\- c4 (sinh a c + a c eosh a c) = - 'max 
a 

-c1 a sinh ac-\- c2 a eosh ac-\- c3 (eosh ac + ac sinh ac)- c4 (sinh ac-\- ac eosh ac) = 'rmax 

Aus den Gl. (28) und (29) ergeben sich die gesuchten Integrationskonstanten zu: 

(30) 
2 r max • c sinh a c 

c = 1 a(siuh2ac+2ac) 

- 2 r max . c cosh a c 
c = 4 a (sinh 2 a c -\- 2 a c) 

c2 = 0 

c3 = 0. 

Setzt man diese Werte in die Gl. (25) bis (27) ein, so erhält man für die Spannungen die Ausdrücke:*) 

(25') ax = l - 2 ~ax [(2ehac-acshac)ehay-\-a·yehac•shay]·eosax 
s12ac 2ac 

(26') <1'y = sh ~t: ~a;ac [ac sh ac eh ay- ay eh ac sh ay] eos ax 

(27') rxy = sh ~: ~a;ac [(eh ac - ca sh ac) sh ay + ay eh ac eh ay] · sin ax 

Von dieser Lösung erfüllt lediglich ax die Randbedingung nicht, weil für x = ± l 

(31) <1'x -+L = l 2 
2 '+ 2 [(2 eh ac - ac sh ac) eh ay-\- ay eh ac sh ay] 

x-_ Sl ac flc 

statt Null. Die entsprechende Randverteilung ist 
in Abb. 4 dargestellt. Um diese Randspannungen 
zu eliminieren, muss ein zweites entsprechendes 
Feld ermittelt und auf das erste Feld superponiert 
werden. Dann wird nach erfolgter Ueberlagerung 
für X=± l 

Die Randbedingungen für das zweite Feld lauten: 

(32) Für 

y = ± c ist 'rxy = 0 

X=± { ist 'rxy = 0 

- 2 'l"max a - • 
x - sh 2 a c + 2 a c 

((2 eh ac-ac eh ac) ehay+ayehacshay] 

Zur Ermittlung des Feldes 2 wurde grundsätzlich 
wieder der gleiche Weg wie zur Ermittlung des 

Diese Spannungsfunktion cp muss wiederum die 
GI. (20) und die Randbedingungen Abb. 4 erfül
len, wodurch sich die Bedingungen für die ein
zelnen Funktionen ergeben. Stall das Problem auf 
diese Weise zu lösen, wurde das Energieprinzip 
herangezogen [Näheres hieriiber vgl. 1, S. 152]. 

Die Deformationsenergie eines ebenen Span
nungszustandes beträgt: 

(34) 

1 fj[(/J2cp)2 '(J2cp)2 ( fJ2cp )2] 
V= 2E Öy2 -\- (Öx 2 -\-

2 ÖxÖy dxdy 

Die Bedingung, dass V zum Minimum wird, ist 
gleichbedeutend der Erfüllung der Gl. (20), d. h. 
wir können die Minimalbedingung der Gl. (34) 
benützen, um die einzelnen Glieder der Gl. (33) zu 
bestimmen. 

"')Von dieser Stelle an wurde zwecks Vereinfachung der Schreibweise für sinh=sh und für cosh=ch geschrieben. 
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In der durch Gl. (33) ausgedrückten Reihe damit, wie erwähnt, V zum Minimmn wird: 
muss rp0 : 

(35) 

- 2 'lmnx ( y l· j C ) Cfo= l 2 +
2 

-c1etcs1ety--shacchety 
s1 ac etc et a 

sein, damit man für a x folgenden Ausdruck 
erhäll: 

0 2 Cfo - 2 'lmnx a ---··-~--
x - 8y2 - sh 2etc+ 2etc 

((2 eh ac-ac sh ac) eh ay+ ay eh etc sh ay) 

vVeilere Ableitungen von CPo sind: 

()2 
(3ß) a9 = !:l ~o = O 

ux" 

(J2 (' -- ,o_o 
'xy-- 8x8y- ' 

Die anderen Glieder von (33) sind so zu 
wählen, dass das Feld 2 in hezug auf die x- und 
y-Achse symmetrisch ist und die Randbedingun
gen erfüllt werden. Dies ist der Fall, wenn rp wie 
folgt gewähll wird: 

(3:3') Cf= Cfo + (x2-l2)2 (y 2
- c2r (ß1 + ß2x2 

+ ßsY
2 

+ ß4x
4 + ß5y

4 + · · · .) 

Die unbekannten Koeffizienten (ß1 , ß2 , ß,) sind 
nach den folgenden Gleichungen zu bestimmen, 

(39) 

(37) 
fJV 
aß =O. 

2 

Um eine erste Annäherung zu bekommen, begnüg
ten wir uns mit den ersten zwei Gliedern von 
(33'), somit: 

(33") cp::;::; Cfo + (x2 - n2 (y2- c2)2 ßi 

Die entsprechenden Komponenten der Spannun
gen im Feld 2 ergehen sich damit zu: 

(38) ax = ~2; =a;;20+4ß1(x2-z2)2(3y2-c2) 

ay = ~2x~ = 4 ßi (y2-c2)2 (3 x2 - z2) 

8 2 cp ·16 ß ( 2 z2) ( 2 z2) 'lxy=- CxOy =- 1XY X - y - ' 

Diese Spannungen (38) erfüllen notwendigerweise 
die Randbedingungen (32) vollständig. 

Jetzt bleibt nur noch die Konstante ß1 zu 
bestimmen. Zu diesem Zweck benützen wir die 
erste Gleichung von (37): 

('
')_

1
,) 8 V 0 ,, 8ß1 = . 

Setzt man Gl. (34) in Gl. (37') ein, so erhält man 
nach der Differenziation: 

wobei (ltO) _!)__ ( [)2cp ) = 4 (x2- z2)2 (3 y2- c2) 
8 ßi 8 y2 

8 ( 8
2 

Cf ) ·- -- = !1 (y2 - c2)2 (3 x2 - z2) 
8 ßi fJx2 

a ( a2 cp ) - 1 „ ( 2 z2) ( 2 2) 
() ßt 0 X() y - u X • y X - y - C ' 

Setzt man Gl. ( 40) und Gl. (38) in Gl. (39) ein, so ergibt sich: 

+1 +c +1 +c 

,{ .ra;;o (x2-12)2 (·1y2-c2) dxdy +.{ Jß1 (x2-z2)4 (·1y2-c2)2 dxdy + 

-1 -c -1 -c 

J
~lf~ +!~ 

+4 • ßi(:JxZ-f2f(y2-c2)4dxdy+12sj .J ßix2y2(x2_·l2)2(y2-c2)2dxdy=O. 

-1 -c -1 

Durch Integration erhält man: 
+1 +c 

(64 256 c
2 

64 c
4
)- 225 r {f!."cpo ( 2_z2)2 (:~ 2_c2) d d. 

(4i) ßi 7+ 49 ·p+7'f4 --128!'1c5 Öy2 X .y X y 
t • 

-1 -c 

Selzt man Gl. (36) in GI. (41) ein, so resulliert folgender Ausdruck für ß1 : 

1 
~:~. {{i 2 

2 ''+ [(2chac-acshac)chay+aychacshay](x2-l2)2(3y2-c2)dxdy 
ß _ ' ;2, l"c", • s 1 a c 2 a c 

1 
- 64 + 256 ~ + (3!1 • _c;.4_ 

7 49 [2 7 [4 

bzw. nach der Integration: 

225 . 2rmax .16. zo [(lic3 + 12c) + (2c
2 

_ ~) sh 2 ac] 
128f1c5 t-<h2etc+2ac 15 a 2 , et et 3 

(42) 
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Die Superposition der beiden Felder 1 und 2, Gl. (25') bis (27') und Gl. (38), ergibt die vollständige 
Lösung unseres Problems: 

(43) 

ax = l ;- 2 ~"x [(2ehac-acshac)ehay+ayehayshay](1+f'oSax)-4ß1 Uc2 (1-~/.
2

)
2

(1-3y:) 
s1 ac 2ac • c 

(lt4) 

ay = ] ;-
2 ~nx (ac sh ac eh ay - ay eh ac sh ay) cos ax - 4 ß1 /

2 c4 (i - 9 :)
2 

(1--3 x:) 
s l ac 2 ac . c l 

(45) 

'rxy = sh ~: ~:"; ac [(eh ac - ac sh ac) sh ay + ay eh ac eh ay] sin ltx - 'lG ß 1 [
2 c2 x. y ( 1- ~:) ( 1-~:) 

wobei ßt durch Gl. (42) festgelegt ist. 

Die durch die GI. ( 43) bis ( 45) gegebenen Spannungen sind für eine Anzahl ausgewählter Schnitte 
in Abb. 5 wiedergegeben. 

b) !!=-c 

~ 
f!=O Q,Bts~ -u,02s z;, 

-3,805 z;. 
x=o 

,y-+c 
, 1,s1r;, 

Abb. 5. Spannungsverteilung für die elaslizilätsthco
retische Lösung. 
11) Rarnl und Mittelschnitt längs 
lJ} c) d) Qurrscnnilte for vers('hiedene x. 

c) Thcrmalliczielmng fiir r 0 • 

In den unter 2. behandelten Lösungen wurden 
die Spannungen auf r 0 (GI. 7) bezogen und hatten 
so noch keine Verbindung mit dem eigentlichen 
vVärmeproblem. Um diese herzustellen, ist es 
notwendig, eine entsprechende Beziehung zwi
schen der Bezugsspannung r 0 und den thermischen 
Daten abzuleiten. Hierbei lehnen wir uns an die 
Betrachtungen der Einleitung und des Ab
schnittes 2a an. Demzufolge werden nachfol
gende Annahmen beibehalten: 

1. Die Verein[ achungen 1) und 2) der Einlei
tung, und 

2. die Annahme hinsichtlich der Längsspannung: 
ax =konstant über die ganze Steghöhe. 
Diesen Annahmen zufolge ergibt sich für 

irgendein Schnillstück zwischen x und x + clx auf 
Grund der Gl. (2): 

(2'') 
ap as E dx + f}padx = E dx + f}s adx. 

Dieser Ausdruck ist von x = 0 bis x = l zu inte
grieren. Beachtet man, dass wir eF und es kon
stant annehmen, dann wird: 

1 1 

(2"') .r 7f d x-.f~ dx = (f}p-f}s) al = .Jf}. a·l. 

() 0 

Entnimmt man der GI. (3'): 

(3'') 

und setzt dies 
zunächst: 

Fs 
ap=-- • as 

FF 
in GI. (2"') ein, 

1 

so erhält 

(2"'') -(1+~:).fas·dx=a·E·.df}·/. 
0 

man 

Beachtet man ferner, dass a. = ax ist, so erhält 
man unter Berücksichtigung der GI. (11): 

1 1 

J [J ] a • E • .d f} 
r 0 f(x) dx d x = Fs · c • l. 

(J X 1+-
Fp 

Führt man die Abkürzung: 
[2 

(!1ß) ß = -/ -L ----

J [J f(x) dx J dx 
Ü X 

ein, so ergibt sich die gesuchte Thermalbeziehung 
in folgender, allgemeiner Form: 

a·E·.df} c 
(!17) 'o = ß . -. 

I + Fs l 
FF 

Für die drei unter Abschnitt 2a vorgeschlagenen 
f es tigkei tstheoretischen Lösungen: 

( 15') 

('15") 

(IW) 

71: X 
f(x) = 2 sin n l 

(
X )

4 
X /(x) = 11,:129 T sin n l 

X 
/(x) =2 ·

[ 

erhält man aus der Formel (46) die Werte: 

9 



ß 2,00 
ß 1,38 
ß 1,50. 

Um den Faktor ß für die elastizitätstheoretische 
Lösung, Absatz 2b, zu ermitteln, muss man zu
nächst aus GI. ( 43) a x für y ·= ± c ausrechnen, 
diesen in GI. (2'"') einsetzen und diese Gleichung 
sodann entsprechend auswerten. 

III. Experimenteller Teil. 

3. Prinzipielle Betrachtungen. 

Unseres Wissens ist die photoelastische Me
thode bisher nur dann angewandt worden, wenn 
es galt, von äusseren Kräften herrührende Span
nungsfelder zu ermitteln. In der Praxis gibt es 
aber sehr viele Fälle, wo ein Spannungszustand 
besteht, ohne dass äussere Kräfte wirken. Solche 
mneren Spannungsfelder sind hauptsächlich 
durch die Herstellung bedingt. Stets dann, "\venn 
mit dem betreffenden Fabrikationsprozess 
Wärmevorgänge verknüpft sind, muss mit dem 
Vorhandensein innerer Spannungen gerechnet 
werden. Es stellt sich in diesem Zusammenhang 
die Frage, ob solche Felder photoelastisch unter
sucht werden können. Dies ist dann möglich, 
wenn der Wärmevorgang, der zu den inneren 
Spannungen Veranlassung gibt, nachahmbar ist, 
was im vorliegenden Prnblem, unter gewissen 
Voraussetzungen, in relativ einfacher Weise der 
Fall ist. Wohl zu beachten ist, dass mit Modell
versuchen, ganz allgemein betrachtet, in der Regel 
nicht der effektive Zustand festgestellt werden 
kann, sondern nur ein diesem Zustand ähnlicher, 
im vorliegenden Fall proportionaler. So kann man 
im vorliegenden Problem nichts über die absolute 
Grösse der Bezugsspannung r 0 sagen, wohl aber 
über die Verteilung der Schubspannung r im 
Trennschnitt und über die Verteilung der hier
durch im Steg verursachten Spannungen. 

4. Prinzip cler Nachahmung für clen 
vorliegenden Fall. 

Der Nachahmung wurden grundsätzlich die 
vereinfachenden Annahmen 1) und 2) der Ein-

a) b) c) 

Abb. 6. Prinzip der Herstellung des zur Ermittlung von 
inneren Spannungen von Differdinger-Trägern 
und dergL dienenden Modelles. 

10 

a) Flanschen unter Zug; Steg frei und unbeansp1 ucht 
b) " „ „ Steg wrbunden (angeklebt) 

immer noch unbennspruchl 
c} Flanschen äusserlich entlastet; Flanschen und Steg unte1• 

innere!' Spannung. 

leitung zu Grunde gelegt. Hieraus ergibt sich 
Z\vangslos folgende Art der Herstellung des 
Modells (Abb. 6). Mit einer Vorrichtung wurden 
die beiden Fianschen vorgespannt (Abb. 6a). Nun 
wurde der ungespannte Steg mit den vorgespann
ten Flanschen verbunden (Abb. 6b) und schliess
lich die äussere Flanschbelastung entfernt 
(Abb. 6c). Das so hergestellte Ylodell ist in Abb. 7 
wiedergegeben. 

Abb. 7. Ansicht des nach Abb. 6 hergestellten Modelles 
inkl. den für die Belastung notwendigen Bügeln 
US\V. 

a) Frontale Ansicht; b} Seilliche Ansicht. 

5. Modell. 

Das Modell wurde aus «Du Pont»-Zelluloid 
hergestellt, da sich Zelluloid besonders gut zur 
Herstellung aufgebauter Modelle eignet. Es genügt 
nämlich, die zu verbindenden Flächen mit Azeton 
etwas aufzuweichen und leicht aneinander anzu
pressen. Die so entstehende Verbindung hat fast 
die gleiche Festigkeit wie das «Muttermaterial».*) 

Der zu untersuchende Differdinger-Träger 
hatte die in Abb. Ba angegebenen Abmessungen. 

~:~wll 
:0t~11 

350 

Abb. 8. Abmessungen: 
a) Querschnitt des zu untersuchenden Differdingerlrägers 
b) Dimensionen des verwendeten Modelles. 

*) Inzwischen sind auf diese Weise relativ kompli
zierte Modelle mit gutem Erfolg hergestellt und unter
sucht worden, vergl. [3]. 
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Die entsprechenden Dimensionen des Modells sind 
in Abb. Bb gegeben und ;weisen im wesentlichen 
ein Reduktionsverhältnis von 1 : 6 auf. 

Infolge der beschränkten Wahl der zur Ver
fügung stehenden Zelluloidplatlen konnte dieses 
Verhältnis nicht durchwegs genau innegehalten 
werden. Es empfiehlL sich stets, bei photoelastischen 
Versuchen das Modellmaterial vorgängig nach 
den üblichen Verfahren auf seine Verformungs-, 

Festigkeits- und optischen Eigenschaften zu 
untersuchen, da beispielsweise die Proportionali
tätsgrenze nicht oder nicht wesentlich überschrit
ten werden darf. Diese Vorversuche ergaben: 

E 28 695 kg/ cm 2 

m 2,28 

aP 199 kg/crn 2 

ßz 633 kg/crn 2
• 
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~3{1 1 p~~q-d 

Abb. 11. Ha,uptspannungsdifferenzen (01 - 02) = 2 Tmax in den Symmetrieebenen und dem Trennschnitt; Schubspan
nung Txy im Trennschnitt. 

6. Versuchsergebnisse. 

a) Isoklinen und Hcmptspcmmmgstmjektorien. 

Die auf <bekannte Weise, vergl. [4], ermittelten 
Isoklinen und Hauptspannungstrajektorien sind 
in den Abb. 9 und 10 gegeben. Gewisse Unregel
mässigkeiten drer Isoklinen in Nähe der Trenn
fläche sind auf die geschilderte Art der Modell
herste'llung zurückzuführen. Interessanterweise 
haben sie auf den Verlauf der Trajektorien in 
diesen Gebieten nur einen verhältnismässig ge
ringen Einfluss. 

b) Spannungsverteilung in ausgewählten 
Schnitten. 

Da eine vollständige Feldbestimmung zu zeit
raubend gewesen wäre, beschränkten wir uns auf 
die Ermittlung der Spannungen in den folgenden 
Schnitten und Rändern: Trennschnitt y = ± c, 
Trägerende x = ± l, Symmetrieachse y = 0 und 
Symmetrieachse x = 0. 

Sämtliche Messergebnisse sind in den Abb. 11 
bis 13 in Form von Verhältniswerten r: 

ac 
r=-

aN 

angegeben, wobei a c der gemessene Wert und 
aN die Nennspannung bedeutet. Für den vorlie
genden Fall wurde für aN die mittlere Schuhspan
nung r 0 der Trennfläche gewählt, wobei: 

(7) 

l 

J(rxy)y=±c • dx 
0 

Ta=-----

a) Hauptspannungsclif f erenzen, Schubspanmm
gen. Dem Trennschnitt entlang wurde 

12 

2 <max = (Jl - (J2 

nach Methode B 3 , vgl. [5], ermittelt und in Abb.11 
aufgezeichnet, vgl. Kurve (1). Hieraus wurde 
unter Heranziehung der "Winkelwerte (Abb. 9) 
die Schuhspannung: 

(J1 - (J2 • 
<xy = --

2
- sm 2 <p 

berechnet und in Abb. 11 als Kurve (2) aufgetra
gen. Diese Kurve wurde der Ermittlung von r 0 

nach obiger Definition, GL (7), zu Grunde gelegt. 

Die gemessenen 2 ?:max= (a 1 - 0 2)-Werte für 
die Symmetrieachsen sind durch die Kurven (3) 
und ( 4) dargestellt (Abb. 11 )-

ß) Normalspannungen, Hcmptspcmnungen und 
Hcmptspcmnungssummen. 

Die am freien Rand des Trägers ermittelte 
Hauptspannung ist durch die Kurve (5) in Abb. 12 
wiedergegeben. 

Macht man für den Trennschnitt die Annahme 
(a Y) Y = :!.: c = 0, dann ergibt sich die andere Nor
malspannung ax zu: 

(ax)y=±c = (a1 -a2) cos 2 ~· 

Kurve (6) der Abb. 12 stelll die so ermittelten 
·werte dar. 

Für die Symmetrieschnilte werden die Verhält
nisse insofern etwas komplizierter, als man die 
Hauptspannungen a1 , a2 nicht ohne weiteres ge
trennt erhält. Zum erstenmal wurde in grösserem 
Maßsta:he die Methode E 1 , vgl. [5], ,benützt, und 
zwar wurde stets unter 45 ° zu den Symmetrielinien 
gemessen. Dieser Messwert stellt gerade die 
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Abb. 12. Hauptspannung a2 am freien Stegrnnd (Trägerende); Normalspannung ax im Trennschnitt; Hauptspannungs
summen (a1 + a2) in den Symmetrieebenen . 
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Abb. 13. Hauptspannungen a1, a2 in den Symmetrieebenen. 

Spannungssumme (a1 + a2) dar. Die Kurven (7) 
und (8) zeigen die Ergebnisse dieser Messungen, 

J') H cmptspcmmmgen in clen Symmetrieschnitten. 

Mit der Ermittlung der Spannungsdifferenzen, 
Kurven (3) und (4), und der Spannungssummen, 
Kurven (7) und (8), ist nunmehr die Trennung 
der Hauptspannungen ohne weiteres möglich; das 
Ergebnis wurde in Abb. 13 aufgetragen, Kurven 
(9) bis (11 ). Damit ist das elastische Problem für 
die betreffenden Dimensionen experimentell 
gelöst. 

IV. Schlussfolgerungen. 

1. Der photoelastische Versuch zeigt, dass für 

das untersuchte :Modell mit dem Verhältnis~= 13 
l 35 

die Schubspannung rxy im Trennschnitt von der 
Mitte aus praktisch linear ansteigt und erst ganz 
kurz vor dem Trägerende rapid auf Null absinkt. 
Dieser Verteilung entspricht der Ansatz Gl. (16) 
am besten. Infolgedessen müssten die berechneten 
Spannungen, Formeln 11"', 12"' und 13"' am voll
kommensten mit den gemessenen Werten über-

13 



Tabelle 1. Verhältniszahlen. 

Lösung 2a) 2h) 

Ansatz Sinus 1 Sinus 1 verze1•rt 

--
Linear Sinus 

Punkt 
11 ', 12' ! 11 · 1

, 12 11 111 111
, 12'" 

---
Fo1•mcln 43, 44 

Koordinaten 1 

x!l 1 ylc 
Spannung 

1 1 

---

1 

1 

0 11,001 "1 
1 

1,10 

1 

1,10 

1 

1,10 

1 

0,78 

"2 1,00 1,00 1,00 1,00 

2 

1 

0 
10,501 "1 

1 

0,98 

1 

0,98 

1 

0,98 

1 

1,06 

"2 0,41 00 1,00 0,45 

3 

1 

0 

1 

0 

1 
"1 

1 

0,95 

1 

0,95 

1 

0,95 

1 

1,12 

"2 0,45 00 1,10 0,50 

4 
10,251 0 

1 
"1 

1 

1,01 

1 

0,87 

1 

0,92 

1 

1,19 

"2 0,68 4,00 1,19 0,75 

5 
10,501 0 

1 
"1 

1 

1,'13 

1 

0,61 

1 

0,75 

1 

1,29 

"2 00 0,67 1,90 28,00 

0 
10,751 0 

1 
"1 1 0,82 

1 

0,22 

1 

0,27 

1 

0,89 

"2 -0,15 0,10 0,27 0,17 

7 
11,00 1 0 

1 

"1 1,00 

1 

1,00 
1 1,00 1,00 

"2 3,72 0,52 -9,26 3,81 

einstimmen, vom unmittelbaren Trägerende ab
gesehen. 

2. Hinsichtlich der Trägerenden entspricht der 
Ansatz Gl. (15) mit n = 2 der beobachteten Rand
Schubspannungsverteilung r besser als der An-(._ xy 

satz Gl. (16), so dass anzunehmen ist, dass für die 
Trägerenden die auf Grund dieses Ansatzes be
rechneten Spannungen, Gl. 11", 12" und 13", mit 
den gemessenen am besten übereinstimmen. 

3. Um den Vergleich zwischen den gemessenen, 
und den auf Grund der drei Ansätze berechneten 

Spannungen ausführen zu können, wurden die 
V erhäl tniswerte: 

gebildet; hierin bedeutet: 

ac as rg=- und n=-
'o 'o 

wobei a c die gemessene, a B die berechnete und 
r 0 die Bezugsspannung darstellt. Die so für die 
drei verschiedenen Ansätze ermittelten s-vVerte 
sind in Tabelle 1 gegeben. Aus dieser Tabelle geht 
hervor, dass, wie erwartet, der Ansatz «linear» 
für die Punkte 1-4 eine sehr gute Uebereinstim
mung ergibt, während für den freien Rand, 
Punkt 7, der Ansatz «Sinus verzerrt» den besten 
Wert liefert. 

Zürich, Eidg. Materialprüfungs- und 
Versuchsanstalt für Industrie, 
Bauwesen und Gewerbe. 
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