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I. Einleitung.

Wenn ein Profiltriger vom Walzbett kommt,
weist er zunfchst eine ungeféhr gleichméssige
Temperatur auf. Da nun der Steg eine grossere
Oberflache pro Volumen hat als die Flanschen,
kithlt er sich wesentlich rascher ab. Wenn bei-
spielsweise der Steg bereits die Raumtemperatur
erreicht hat, weisen die Flanschen noch eine
gewisse, erhdhte Temperatur auf. Schliesslich
kithlen sich auch die Flanschen auf die Raum-
temperatur ab (vgl. Abb. 7). Diese ungleiche Ab-
kithlung erzeugt innere Spannungen, und zwar
nicht etwa in irgend einer speziellen Phase des
Abkiithlungsvorganges, sondern sofort, d. h, vom
Beginn der Abkithlung an.

Wire die zeitlich variable Temperaturvertei-
lung bekannt, dann wére unter gewissen Annah-
men auch die Spannungsverteilung ermittelbar,
vgl. [1, S. 203] ). Diese Annahmen beziehen sich
auf thermisch-mechanische Vorgénge beim Ab-

g )65

~ 50\ Fermperatur nach Fertiy~Wolzen

Zeit

Abh. 1. Schematische Darstellung des Abkithlungsvor-
ganges irgend ecines Punktes des Steges und der
Flanschen.

#) Hinsichtlich der in eckigen Klammern in Kursiv-
schrift gemachten Angaben siehe Literaturverzeichnis.

kiithlen, indem der E-Modul, die Poissonsche Zahl
m und der Warmeausdehnungskoeffizient ¢
Funktionen der Temperatur sind. Diese Umstande
bedingen es, dass Probleme der vorliegenden Art
nur in einfachen Fillen 18sbar sind. Will man
sich in komplizierten Féllen ein Bild iiber diese
Spannungen machen, so ist es notwendig, gewisse
Vereinfachungen vorzunehmen. In thermischer
Beziehung sei angenommen:

1) dass der Steg Tiberall die gleiche Temperatur
Hs, und die Flanschen iiberall die gleiche
Temperalur 0, aufweisen,

2) dass es eine gewisse Temperaturdifferenz:

(1) 46 = Op— O
gibl, die [iir den endgiiltigen inneren Span-
nungszustand massgebend ist.

Es ist zu beachten, dass bei dieser Annahme
die  Temperaturverteilung beim  Uebergang
Flansch—Steg unstetig und somit eine Loésung
nach der eingangs erwéhnten Methode nicht mehr
moglich ist. Obige Annahmen erleichlern aber
die Losung nach andern Methoden, vgl. theore-
tischer Teil (II). Dieser Teil enthalt verschiedene
Anséltze, von denen einige sehr einfach und iiber-
sichtlich sind, jedoch gewisse Bedingungen nicht
erfilllen, andere dagegen sind genau, aber gleich-
zeitig sehr kompliziert und zurzeit noch unvoll-
standig.

Auf Grund der Annahmen 1) und 2) wurden
gleichzeitig photoelastische Modellversuche aus-
gellihrt. Dies geschah, um zu konltrollieren, ob
eventuell schon die einfacheren Ansatze geniigen,
um die inneren Spannungen in Profiltrdgern mit
einer angemessenen Genauigkeit zu ermitieln.



II. Theoretischer Teil.

Wie man auch das Problem zu 18sen versucht,
stels gelten die zwei grundlegenden Beziehungen:
(2) EFp =— €8
3) N, Q M — 0.

Gleichung (2) bringt die elastische Bedingung
zum Ausdruck. Dieser zufolge gehort der Trenn-
schnitt zwischen Steg und Flanschen sowohl zum
Steg als auch zum Flansch; infolgedessen miissen
die «Trennschnitt-Dehnungen» e und eg gleich
gross sein. Gleichung (3) besagl, dass keine dus-
seren Krifte aultrelen, somit miissen in irgend
einem beliebigen Schnitlt die Schnittkrifte gleich
Null werden.

1. Angendtherte Lésung [iir Tréger unbegrenzter
Ldnge.

In der Einleilung wurden zwei Annahmen
hinsichtlich der Temperatur gemacht. Macht man
analoge Annahmen hinsichllich der Langsspan-
nungen, namlich:

(0:)F = konstant = o

(06:)s = konslant = og
was Tréiger endlicher Linge ausschliesst, dann
lauten die Bedingungen (2) und (3) (Gl 3), be-
zogen auf N:

(27 aep+%F:aes+i'E-§

(3" opFr-- 0sFs=10

wobei unter Fr die Flache beider Flanschen und
unter Iy die IFlache des Steges zu verstehen ist.
Aus (2") und (3") folgt unmittelbar:

o acE (GF4‘95)

(4) o5 == Mi,l n Fs
Fr

(5) op— aF (ep-—-es)

Fr
T+ Fs  |vergl. 2, 5.10]
Mit @ = 1><10-%; E=2>10¢
Fr
Fs
46 =0r—85=—100°C,
ergeben sich folgende Spannungen:

= 3 (Differdinger DIN 14);

os = — 1500 kg/cm?
500 kg/em?,

oF =—
2. Lésung fiir Tréger begrenzter Linge.

Fiar Trager begrenzler Lange ergibt die
Losung Gl (4) und (5) ein anschauliches Bild
iber die Spannungsverhaltnisse nur fiir die Mitte,
versagl jedoch vollstindig fiir die Trigerenden.
Um diesen Uebelstand zu beheben und auch sonst
das Spannungsbild der Wirklichkeit mehr anzu-
nihern, miissen andere Loésungsmethoden heran-
gezogen werden. In den nun folgenden Losungen
2a und 2b lassen wir zundchst, zwecks Verein-
fachung, die Temperaturbeziehung weg und be-
trachten das Problem rein elastisch. Das Grund-
sitzliche aller folgenden Lésungen besteht darin,

4

dass der Steg allein, d. h. losgeldst von den IFlan-
schen, betrachtet wird (Abb. 2). Wie das nume-
rische Beispiel (Abschnitt 1) zeigt, sind im Steg
grossere Spannungen zu erwarten, sodass obiges
Vorgehen durchaus berechtigt und zweckmissig
erscheint. Damit ist das Problem auf ein Schei-
benproblem {iibergefiihrt. Infolge Trennung sind,
wie iblich, die zuvor inneren Spannungen jetzt
als Aussere Spannungen anzufiigen, Dies ist in
Abb. 2 geschehen, wobei angenommen wurde,
dass im Trennschnitt nur Schubspannungen wir-
ken. Diese Annahme erscheint berechtigt, indem
die Trennfliache sehr nahe der lastlreien Aussen-
[lache (IFlanschen) liegt.

27
*********** Ly
2c o
p X
L a{f
% Oy
e L L
Y
X,
y Y-
Abb. 2. Steg, unler der Einwirkung von Randschubspan-

nungeit.

Die Randbedingungen fiir die «Sleg-Scheibe»
Jauten:

(6) firy=-Fc—> ty=—71flx)und o, =0
fir y=—c¢—> 1,y =17+ flx)und o, =0
firx=711—>17,= 0 und g, =— 20

wobei die Funklion [(x), die aus Symmetriegrin-
den eine ungerade Funklion sein muss, fir die
Sehubspannungsverteilung am Rande bestimmend
ist. Eine weitere Bedingung fiir f(x) ist dadurch
gegeben, dass sie fir ® = * 1 den Wert Null er-
gibt, da in den Eckpunkten der «Sleg-Scheibe»
keine Schubspannung auflreten kann. A priori
wihlen wir fiir den Koeffizienten ¢, die mittlere
Schubspannung fiir eine Halfte des Randes, so
dass 4

ffo fx) dx
(7) Ty =— : P —
l
bzw. (7a) f Flx) de = L

0

Jede Annahme hinsichtlich [(x) muss dic
Gl. (7a) erfiillen, damit ¢, die mittlere Schubspan-
nung wird. In den mnachfolgenden Problem-
losungen setzen wir zunéchst voraus, f(x) sei be-
kannt.

Das zu losende Problem besteht darin, die drei
unbekannten Spannungsgréssen o, O,y Tay SO ZU
bestimmen, dass die Randbedingung (6) erfullt ist.
Zu diesem Zweck stehen bekanntlich die drei Dif-
ferentialgleichungen:

do, |, Oty
®) Fx dy =9
do oz,
Q ¥ ~ Yy -
o) 72+ 2 =0
’ 82(”x+0y) 82(0'x+0'y)__
(10) O x? + oy’ =0



zur Verfiigung. Alle drei Gleichungen werden bei
der genauen Loésungsmethode 2b beniitzt, wihrend
bei der folgenden, vereinfachten Losung 2a die
Vertriglichkeitsbedingung Gl. (10) unberticksich-
ligt bleibt, bzw. durch eine Annahme ersetzlt wird.

2a. Festigkeilstheorelische Lésung.

Bei festigkeilstheorelischen Losungen wird be-
kanntlich die Verteilung einer der drei Span-
nungen als solche a priori angenommen, z. B. bei
Biegung die Verteilung der Lingsspannung (vgl.
Bernoulli-Naviersche Hypothese), Durch diese
Annahme, die quasi an Stelle der Gl. (10) tritt,
wird eine ausserordentliche Vereinfachung des
Problems erzielt, indem die Spannungen dann
ohne weiteres aus den Gleichgewichtshbedingungen
(9 und (10) hervorgehen.

Um eine moglichst einfache, klare Losung zu
bekommen, wurde im vorliegenden Fall der
Ansatz:

o, — konstant iiber ganze Steghéhe

gemacht. Dieser Ansatz liesse sich auf Grund der
durch diese Studie gewonnenen Erkenntnisse be-
liebig verfeinern, was aber die Mithe nicht lohnt,
da die festigkeitstheorelische Loésung als solche
doch nur eine Anndherung bleibt, indem ja
Gl. (10) ausser acht gelassen, bzw. durch eine
Annahme ersetzt wird.

Aus der Gleichgewichtsbedingung ergibt sich
die Normalkraft fiir einen beliebigen Schnitt zu:

1
Nxz— Qf‘t'of(x) - dx

und hieraus erhilt man unter Zugrundelegung der
gemachten Annahme:

1
(1 @:M:~?ﬂmw

2¢
Um 7, zu bestimmen, beniilzen wir zunachst
Gl. (8) und (11):
o1, bo, T
) Y= — 8 =—20 f(x)
K/ X [
und integrieren nach y:

Ty =7 2 )+ o)

wobei g(x) eine beliebige Inlegrationsfunktion
von x ist, deren Bestimmung auf Grund der Rand-
bedingung (6) zu erfolgen hat. Iis muss:

(Txy)y:c =7 'f(x)
sein und demzufolge:
) ¢(x) = 0.
Somit:
(12) Ty =5 L fla)

Um ¢, zu ermitteln, beniitzen wir Gl (9) und (12):

8oy___¢9fx_,,__ oy %
8o 8« To f x)
y X Cc
und inlegrieren wiederum nach y:

oy =7y 5 _flx) + i

wobei w(x) eine beliebige Integrationsfunktion
von x ist, deren Bestimmung ebenfalls wieder aut
Grund der Gl. (6) zu erfolgen hat. Es muss:

Oy hyme =50 5= £ + (9 = 0

sein, woraus sofort:
T

W) = — Lo ()

und nach Einselzen:
(13) g

folgt. Um das Problem, rein elastisch gesehen, einer
Losung enlgegenzufiihren, ist es noch notwendig,
die Verleilungsfunktion f(x) zu bestimmen. Es
ist denkbar, dass dies aul Grund rein theore-
lischer Betrachtungen geschehen kann. Wir haben
es jedoch vorgezogen, gewisse Ansitze zu machen,
und diese spéter durch das Experiment nachzu-
pritfen (vgl. Abschnitt III).

a) Zuerst wurde angenommen, dass die Rand-
Schubverteilung sinuslérmig oder verzerrt sinus-
{6rmig sei. Dieser Annahme entspricht der Ansalz:

2n

(13) flx) = kn <X7> sin ’/‘[%

welcher den weiter oben geschilderten Anspriichen,
vgl. Randbedingungen Gl. (6), geniigt. Hierbei
muss der konstante Faktor k, der Gl. (7a) geniigen,
wobei «n» eine ganze, positive Zahl ist. Néher
untersucht wurde: n=0 und n=2. Man erhilt auf
diese Weise:

Fiir n = 0:
7
(7a’) ky == 9
(1) o, :—320-%(1 + cos —:%)
7% ¢ 2 x
@ 0 T ]
, T oy . X
(13%) Ty =— —— Ty 5-?-511171—
Fiir n = 2:
(7a”)
ky = 11,329
147
(vl (I xt 12 x* 24 x
gy =—ky7ty —|0,0098- PR T COSTT—
k( 4x | Qé x—)sin'z:f}
2P )T
(127) : " 3
C T X X . X
o, = kg7 7({—2—1><2-Fc03ﬂl—}Q»anrr?)
(13 .
xt x
Txy:—kg'fo‘%'F'SIDﬂ'T

Die dem Ansatz n=2 entsprechenden Spannungen
sind fiir einige ausgewéhlte Schnitte in Abb. 3
gegeben.

B) Da der Ansatz o) relaliv umstindliche Aus-
driicke ergibt, was mit der Forderung hinsichl-
lich Einfachheit nicht im Einklang steht, wurde
noch der Ansatz:

(16) F) =k



herangezogen, obschon dieser die Randbedingung
fir die Ecke nicht erfiillt. Dieser Ansatz fiihrt
zu folgender Losung:

(7a’") j A— 9
l x?
1 Gy ——1 -—(1—7
(1177) R U
rrr ¢ (y*
(1277 o= - %=
” _ y . x
(13777) ty=—27 L
8) g y-c c)
=265 ?
g0 =g 47Y
g)
RERD N =
2713{,1 g gosc ot
%fpe-s -2.8857, -'1-/1
Fily-y) L il
5977,
+ X
%M\J
|
]
)
Abb. 3. Spannungsverteilung entsprechend der festigkeits-

theoretischen Losung; Ansatz n-—2.

a) Rand und Mittelschnitt ; b) Mittelschnitt quer;
c} beliebiger Schnitt quer.

2b. Elastizililstheoretische Lésung.

Auch bei dieser Ldsung wird zunichst an-
genommen, die Verteilung der Schubspannung
(Txy)y = d. h. die Funktion f(x) sei bekannt.
Diese lasst sich bekanntlich in eine Sinus-Reihe
entwickeln. Damit ist die weilere Problemlosung
vorgezeichnel. Hierbei beschrinkten wir uns auf
den Fall:

. X
flx) = sinz -
I
und bemerken, dass die Losung fir

flx) = sin n=z % (n = ganze Zahl)

zu wiederholen ist. Die einzelnen Lésungen sind
dann entsprechend der Fourier’schen Entwicklung
zu superponieren.

CToa . Tx .
Die Lésung f(x) = sin == enlspricht an und
{

fir sich der festigkeitstheoretischen Lésung o) mit
n = 0, Abschnitt 2a; sie unterscheidet sich jedoch
von dieser dadurch, dass nunmehr auch die Be-
dingungsgleichung (10) berticksichtigt und in-

folgedessen von der Annahme hinsichtlich der ¢, -
Verteilung abstrahiert wird:

Fithrt man die angenommene Verteilung direkt
in die Randbedingungen (6) ein, so lauten diese:

6 TFir y= -+ ¢ —> T4y = — Tmax * 8iN X
) Yy I

. X
y=—rc—> txy:—l—rm,,x-s1n7r7

s

wobei (7a’) Tmax = g Tor

Die iibrigen Randbedingungen bleiben wie in
GL (6).

So betrachtet, haben wir es mit einem aus-
gesprochenen Scheibenproblem zu tun, zu dessen
Losung wird die Airy’sche Spannungsfunktion g, ;)
heranziehen. Wahlt man nach Airy:

oo
(17 0y =—
) 8!/2
o%¢
(18) Oy == 8 2
0%y
(19) T ox y

dann sind die Gl. (8) und (9) ohne weiteres be-
friedigt. Setzt man obige Werte in (10) ein, dann
ergibt sich die bekannte, partielle Differential-
gleichung vierter Ordnung [ir die gesuchte Span-
nungsfunktion:

ot¢ o | e
ox T2 amgp g =0

Von den vielen Losungen dieser Gleichung ver-
suchten wir nach einigem Probieren den Ansalz:

(20)

(21) ¢ =F(y)-cosax
wobei:
T
22 =,
(22) a 7

Setzen wir Gl. (21) in GL (20) ein, so ergibt sich:
(20/) at- F(y) — 2 a® F'(y) -+ F!" (y) = 0.
Die allgemeine Losung dieser linearen Differen-
tialgleichung ist:
(23)
F(y)==¢ coshay+c,sinhay+cyycoshay+c,ysinhay
wobei ¢,, c,, ¢, und ¢, Integrationskonslanten.

Die Spannungsfunktion (p) wird dann nach
GL (23) und (21):
(24) ¢ =
(c,cosh ay+ ¢, sinh ay+cyycosh ay+c, ysinhay) cosax
Die entsprechenden Komponenten der Spannun-
gen betragen somit auf Grund der Gl. (17) und (19):

2
25 0x = PP cos ax |e;a? cosh ay -+ ¢, a? sinh « cz @ (2 sinh ay
8y 1 ¥ 2 ¥ 3 ¥
~+ ey cosh ¢y) + ¢, (2 cosh ay |- ay sinh ay]
o? .
(26) o, = 5 029 = — a?. cos ax (¢, cosh ay - ¢, sinh ay | ¢;y cosh ay + ¢,y sinh ay)
X
o . . .
(27) Ty = gg, — ¢ sinax [cla sinh ¢y - ¢, @ cosh ay + ¢; (cosh ey - ay sinh a y)
xey

—+ ¢, (sinh ¢y 4 ay cosh ay)]



Zur Bestimmung der Integrationskonstanten
dienen die Randbedingungen (6) und (6"). Da fiir:

y==+ ¢ — 0,=0
sein muss, folgt aus Gl. (26):
¢y cosh@c+ ¢y sinhac - cyecoshac+ ¢ esinhac =0
¢, cosh @e— ¢y sinhetc —¢yccosh e ¢, csinhae =0

und hieraus ergibt sich:

sinh ¢ ¢

(28) 6= — ¢y 0ol
cosh a¢

cosh ac
Coy —— —— Cq *C — [ 5

2 8 sinh ¢ ¢

Nun stehen noch die Randbedingungen (6") zur
Verfiigung. Aus Gl (2b) folgt:

(29)

—cyasinh ac - ¢y cosh e + ¢4 (cosh ae + ec sinh ¢c) — ¢, (sinh @c - ¢c cosh ac) =

¢ e sinh ¢c 4 ¢y cosh ac -+ ¢ (cosh ac + acsinh ac) + ¢, (sinh ¢c -+ ac cosh ¢ c) = —

Feldes 1 eingeschlagen, d. h. es wurde danach
getrachtet, die entsprechende Spannungsfunktion
zu finden. Diesbeziiglich wurde folgender Ansatz
gemacht:

(33) o=, -+ B¢+ Pas + Paes + .-
l

2

7
2¢ E ? —

L - T “

4
Abb. 4. Randbedingungen fir Feld 2.
Tmax
a

Tmnx

a

Aus den Gl (28) und (29) ergeben sich die gesuchten Integrationskonstanten zu:

2 Trmax * ¢ Sinh @ c

(30) €L —

— 2 Tmax *

a(sinh2ac—+ 2ac)

¢ cosh ¢ ¢

%= g(sinh 2ac + 2ao)

cg =10

¢y == 0.

Selzt man diese Werte in die Gl. (25) bis (27) ein, so erhélt man fiir die Spannungen die Ausdriicke:*)

— 27
2 ? —_ max
(257 x sh 2ac¢-+ 2ac
— 27
26’ — max
(26 % sh 2ac¢ -+ 2ac
— 2 Thax
27’ — max
@7 “v = §h 2ac+ 2¢ac

[(2 chac—acshac)chay+ a-ychacesh ay] < COS Ux
[ac shacchay—aychacsh a_z/] cos ax

[(ch a¢c—cashac)sh ay 4 aych ac ch ay] . sin ¢ x

Von dieser Lésung erfiillt lediglich ¢, die Randbedingung nicht, weil fiir =21

2 Tax

31 . T Tmex
(31) Tram1™ g 2ac + 2ac

statt Null. Die entsprechende Randverteilung ist
in Abb. 4 dargestellt. Um diese Randspannungen
zu eliminieren, muss ein zweites entsprechendes
Feld ermittelt und auf das erste Feld superponiert
werden. Dann wird nach erfolgter Ueberlagerung
fir e==1

o, = 0,
Die Randbedingungen fiir das zweite Feld lauten:
(32) Fir
gy =ZFc¢ st Tu=0 , o,=0
x =+ ist 7,=

. _QTmax .
x__Sh Qac+2ac
2chac—acchac)chay+aychacsha
k) y &)

Q

Zur Ermittlung des Feldes 2 wurde grundsétzlich
wieder der gleiche Weg wie zur Ermittlung des

[(‘2 chac—acshac)chay -+ aychacsh ay]

Diese Spannungsfunktion ¢ muss wiederum die
Gl. (20) und die Randbedingungen Abb. 4 erfliil-
len, wodurch sich die Bedingungen fir die ein-
zelnen Funktionen ergeben. Statt-das Problem auf
diese Weise zu losen, wurde das Energieprinzip
herangezogen [Ndheres hiertiber vgl. 1, S. 152].

Die Deformationsenergie eines ebenen Span-
nungszustandes betrigt:

(34)

1 82§0>2 '82§0>2 ( 8290 )2]
V—ﬁff[<ayz + () 2 gxoy) 1 4* Y
Die Bedingung, dass V zum Minimum wird, ist
gleichbedeutend der Erfilllung der Gl (20), d.h.
wir kénnen die Minimalbedingung der Gl. (34)

beniitzen, um die einzelnen Glieder der Gl (33) zu
bestimmen.

*) Von dieser Stelle an wurde zwecks Vereinfachung der Schreibweise fiir sinh =sh und fiir cosh=ch geschrieben.

7



In der durch GL (33) ausgedriickten Reihe

muss p,:
(39)

N 2 Lmn\ < 1 ] l l >
Po== sh9uc | 2ae chacshay TSlacClay
sein, damit man fir o  folgenden Ausdruck
erhall:

ok .

()‘x pomand GDO J— 2Tmnx

Oy?  sh2ac+ 2ac
[(2 chac—acshac)chay+aychacsh ay]

Weitere Ableitungen von ¢, sind:

& ¢, ¢y
s =0 = g =0

Die anderen Glieder von (33) sind so zu
wihlen, dass das Feld 2 in bezug auf die x- und
y-Achse symmetrisch ist und die Randbedingun-
gen erftllt werden. Dies ist der Fall, wenn ¢ wie
lolgt gewéahlt wird:

(33)

(36) o, =

¢ = @y + (*—1)? (g —c)* (B, | By x*
+/3)3J +ﬂ4x4+[3)5y +00)

Die unbekannten Koeffizienten (B,, B, f,) sind
nach den folgenden Gleichungen zu beslimmen,

damit, wie erwihnt, V zum Minimum wird:
_ oV A%
(37) =0, — =0,
9B 0 By
Um eine erste Anniherung zu bekommen, begniig-
ten wir uns mil den ersten zwei Gliedern von
(33"), somit:

(337)  ¢= @+ (- PP (PP =)y
Die entsprechenden Komponenten der Spannun-
gen im Feld 2 ergeben sich damit zu:

2 82
(38) o, = 88 ﬁ — ;’;0 + 4181(x2f12)2(3y2*02)
8 9
0y = e ARy — N B D)
0% ¢
T T ok by — 16 By xy (x*— 1) (y* — ).

Diese Spannungen (38) erliillen notwendigerweise
die Randbedingungen (32) vollstindig.
Jetzt bleibt nur noch die Xonstanle g, zu

bestimmen. Zu diesem Zweck beniitzen wir die
erste Gleichung von (37):

1%
37") — =0.

N

Setzt man G!. (34) in Gl (37") ein, so erhalt man
nach der Differenziation:

o [T G 0 8 2 )
wobei  (40) %g g;; G (e B (32— )

o (o) =a e

58, \ 4

o) =10y =g — )

dﬁl xeylx g c

Setzt man Gl (40) und Gl (38) in GL (39) ein, so ergibt sich:

+e +1 +4c
8‘)
/‘ [ g”" 2— 12 (3yt—c?) dxdy—f—[fﬁl X —D)F Ry —cN)dxdy |
—1 —c
L e +1 +g

+4/ ‘fﬂl (Bx* =) (y*— ) dxdy + 128j J Pix*y®

(x2—0)% (y® — ) dxdy = 0.

—! —c —l —¢
Durch Integration erhélt man:
64 256 ¢? 64 ¢t 225 68 % o o
1) A (“ T E T F) RTE 2 (=) By*—¢) dxdy.
_1 _c

Setzt man Gl (36) in Gl. (41) ein, so resultiert folgender Ausdruck fir fg;:

225 < Tmax

_ 1280 [ {‘sthcc+2a

[(2 chae—acshac)chay - aychacsh ay] (x*—01)? (3y*—c?) dxdy

256 ¢?

64 ct

*WL 49 2 7'?

bzw. nach der Integration:
225 2 Trax 16

- D [(4 LN 126) s (2;2 &%> sh2a c]

1281")05.5112660-—{—2660 ) ﬁ (62
(42) By = <64Jr 256 o | 64 ﬁf)
7 Ua9 T p U7



Die Superposition der heiden Felder 1 und 2, Gl. (25") bis (27') und Gl. (38), ergibt die vollstindige

Lésung unseres Problems:

2\ 2 2
= "% (gcshacchay— aychacshay) cos ax——4ﬂ112c4< —%) (1—73x—>

(43)
- 2 Tmax
Gy, —
’ sh2ac -+ 2ac
(44)
- 2 Tmax
%y sh2ac+ 2ac
(45)
— 2 Tmax

“ = Sh 2 ae -+ 2ac

wobei §, durch Gl. (42) festgelegt ist.

2 2
[(ch tc — ecshac) shay 4 aych acch ay] sinax — 16 8, Pc?x+ y (1——) < —%)

) 2\ 2 2
2chac—acsheac)ehay - agchayshay| (1 -} cosax)— 48, 1*c? 1—2) (13
gty ) g 1 g c?

[?

Die durch die Gl. (43) bis (45) gegebenen Spannungen sind fiir eine Anzahl ausgewihlter Schnitte

in Abb. 5 wiedergegeben.

#4578, ny (y==¢/
)

e —

=157,
[ HITTg 6o

) -1815°7,

i y=-e ~3805 L

y  I7C 3605 7,
(4
09.\'*4
T J4=c
Z Z:ry
2 |by-o Cey-o Ly-o
=
Y 0l oy=
y=tc s Z‘;
Abb. 5. Spannungsverteilung fiir die elaslizildtstheo-

retische Losung.

a) Rand und Mittelschnitt lings
b) ¢} d) Quersennitte fir verschiedene x.

c¢) Thermalbeziehung fiir <,

In den unter 2. behandelten Lésungen wurden
die Spannungen auf ¢, (Gl. 7) bezogen und hatten
so noch keine Verbindung mit dem eigentlichen
Wirmeproblem. Um diese herzustellen, ist es
nolwendig, eine entsprechende Beziehung zwi-
schen der Bezugsspannung ¢, und den thermischen
Daten abzuleiten. Hierbei lehnen wir uns an die
Betrachtungen der Einleitung wund -des Ab-
schnittes 2a an. Demzufolge werden nachfol-
gende Annahmen beibehalten:

1. Die Vercinfachungen 1) und 2) der Einlei-
tung, und

2. die Annahme hinsichtlich der Langsspannung:
o, = konstant iiber die ganze Steghohe.
Diesen Annahmen zufolge ergibt sich fiir

irgendein Schnittstiick zwischen x und x - dx auf
Grund der Gi. (2):
(2") —a’x—i—ﬂpadx——dx—f—ﬂsadx

Dieser Ausdruck ist von £ =0 bis x =1 zu inte-
grieren. Beachtet man, dass wir @ und ©g kon-
slant annehmen, dann wird:

!
@) f__dx_[ dx= (Br—Os)al= 46 .a-L

Enlnlmml man der Gl (3’):

__Fs
37 Op == )
(37) p== o 0s
und setzt dies in GL (2"””) ein, so erhilt man
zunéchst:

{

(2/77) _<1_|_%>105.dx:a-E-_49.1.
F

Beachtet man ferner, dass ¢, — ¢, ist, so erhdlt
man unter Berficksichtigung der Gl (11):
Lol

VE- 49 '
’L'Of[ff(x) dx} dx:L ccr
Lo
Fr
Fithrt man die Abkiirzung:
12
(46) B=
[[[re x| ax
0 x
ein, so ergibt sich die gesuchte Thermalbeziehung
in folgender, allgemeiner Form:
A
() -
1 + —
I'ir die drei unter Abschnltt 2a vorgeschlagenen
festigkeitstheoretischen Losungen:

0 x

T

(15" f(x):gsin n%
(15") Flx) = 11,329 (%>4sin T %
(16/) fl) =2

erhalt man aus der Formel (46) die Werte:



p = 2,00
p =138
f = 1,50.

Um den Faktor g fiir die elastizititstheoretische
Losung, Absatz 2b, zu ermitteln, muss man zu-
nichst aus Gl. (43) ¢, fir y = == ¢ ausrechnen,
diesen in Gl. (2"") einsetzen und diese Gleichung
sodann entsprechend auswerten.

III. Experimenteller Teil.
3. Prinzipielle Betrachtungen.

Unseres Wissens ist die photoelastische Me-
thode bisher nur dann angewandt worden, wenn
es galt, von dusseren Kréften herrithrende Span-
nungsfelder zu ermitteln. In der Praxis gibt es
aber sehr viele Falle, wo ein Spannungszustand
besteht, ohne dass dussere Krifte wirken. Solche
inneren Spannungsfelder sind hauptséchlich
durch die Herstellung bedingt. Stets dann, wenn
mit dem  betreffenden  IFabrikationsprozess
Wiarmevorginge verkniipft sind, muss mit dem
Vorhandensein innerer Spannungen gerechnet
werden. Es stellt sich in diesem Zusammenhang
die Frage, ob solche Felder photoelastisch unter-
sucht werden konnen. Dies ist dann méglich,
wenn der Warmevorgang, der zu den inneren
Spannungen Veranlassung gibt, nachahmbar ist,
was im vorliegenden Problem, unter gewissen
Voraussetzungen, in relativ einfacher Weise der
FFall ist. Wohl zu beachten ist, dass mit Modell-
versuchen, ganz allgemein betrachtet, in der Regel
nicht der effektive Zustand festgestellt werden
kann, sondern nur ein diesem Zustand dhnlicher,
im vorliegenden IFall proportionaler. So kann man
im vorliegenden Problem nichts iiher die absolute
Grosse der Bezugsspannung ¢, sagen, wohl aber
itber die Verteilung der Schubspannung ¢ im
Trennschnitt und itber die Verteilung der hier-
durch im Steg verursachten Spannungen.

4. Prinzip der Nachahmung [iir den
vorliegenden Fall.

Der Nachahmung wurden grundsitzlich die
vereinfachenden Annahmen 1) und 2) der Ein-

) b) c)
’ 1 Foy

Voo o

Abh. 6. Prinzip der Herstellung des zur Ermittlung von
inneren Spannungen von Differdinger-Trigern
und dergl. dienenden Modelles.

a) Flanschen unter Zug; Steg frei und unbeansprucht

Steg verbunden (angeklebt)

immer noch unbeansprucht

¢} Flanschen #usserlich entlastet; Flanschen und Steg unter

innerer Spannung,

" " »

10

leitung zu Grunde gelegt. Hieraus ergibt sich
zwangslos folgende Art der Herstellung des
Modells (Abb. 6). Mit einer Vorrichtung wurden
die beiden Fianschen vorgespannt (Abb. 6a). Nun
wurde der ungespannte Steg mit den vorgespann-
ten Flanschen verbunden (Abb. 6b) und schliess-
lich die 4&ussere Flanschbelastung entfernt
(ADb. 6¢c). Das so hergestellte Modell ist in Abb. 7
wiedergegeben.

a)

Abb. 7. Ansicht des nach Abb. 6 hergestellten Modelles
inkl. den fiir die Belastung notwendigen Biigeln
usw.

a) Frontale Ansichi; b) Seilliche Ansicht.

5. Modell.

Das Modell wurde aus «Du Pont»-Zelluloid
hergestellt, da sich Zelluloid besonders gul zur
Herslellung aufgebauter Modelle eignet. Es geniigt
namlich, die zu verbindenden Flichen mit Azeton
etwas aufzuweichen und leicht aneinander anzu-
pressen. Die so entstehende Verbindung hat fast
die gleiche Festigkeit wie das «Muttermaterial».*)

Der zu untersuchende Differdinger-Triger
hatte die in Abb. 8a angegebenen Abmessungen.

300 - 2 -
|

36 T

778 50 8)

36

i

50 350

wol || s b)

21— r—I

Abb. 8. Abmessungen:

a) Querschnitt des zu untersuchenden Differdingeririgers
b) Dimensionen des verwendeten Modelles.

*) Inzwischen sind auf diese Weise relativ kompli-
zierte Modelle mit gutem Erfolg hergestellt und unter-
sucht worden, vergl. [3].
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Die entsprechenden Dimensionen des Modells sind
in Abb. 8b gegeben und weisen im wesentlichen
ein Reduktionsverhéaltnis von 1:6 auf.

Infolge der beschréankten Wahl der zur Ver-
fiigung stehenden Zelluloidplatten konnte dieses
Verhéltnis nicht durchwegs genau innegehalten
werden. Esempfiehltsich stets, bei photoelastischen
Versuchen das Modellmaterial vorgéngig nach
den iiblichen Verfahren auf seine Verformungs-,
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Festigkeils- und optischen Eigenschalten zu
untersuchen, da heispielsweise die Proportionali-
tatsgrenze nicht oder nicht wesentlich {iberschrit-
ten werden darf. Diese Vorversuche ergaben:

E — 28695 kg/cm?
m = 2,28
o, = 199 kg/em?

B = 633 kg/cm?®

11

Abb. 10. Hauptspannungstrajektorien.
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Abh. 11. Hauptspannungsdifferenzen (61-—03) = 2 Tmax in den Symmetrieebenen und dem Trennschnitt; Schubspan-

nung 7xy im Trennschnitt,

6. Versuchsergebnisse.
a) Isoklinen und Hauptspannungstrajektorien.

Die auf bekannle Weise, vergl. [4], ermitlelten
Isoklinen und Hauptspannungstrajektorien sind
in den Abb. 9 und 10 gegeben. Gewisse Unregel-
miéssigkeiten der Isoklinen in N#he der Trenn-
fliche sind auf die geschilderte Art der Modell-
herstellung zurtickzufithren. Interessanlerweise
haben sie auf den Verlauf der Trajektorien in
diesen Gebieten mur einen verhaltnismissig ge-
ringen Einfluss.

b) Spannungsverteilung in ausgewdhlten
Schnitlen.

Da eine vollstindige Feldbestimmung zu zeit-
raubend gewesen wire, heschrinkten wir uns auf
die Ermittlung der Spannungen in den folgenden
Schnitten und Réndern: Trennschnitt y = *¢,
Trigerende x = = I, Symmetrieachse y = 0 und
Symmetrieachse « = 0.

Samtliche Messergebnisse sind in den Abb. 11
bis 13 in Form von Verhaltniswerten r:
G
on
angegeben, wobei o, der gemessene Wert und
oy die Nennspannung bedeutet. Fiir den vorlie-
genden Fall wurde fiir ¢, die mittlere Schuhspan-

nung 7, der Trennflache gewihlt, wobei:
!

{(Txy)y:ic cdx
(7) Ty = °

e

{

a) Hauptspannungsdifferenzen, Schubspannun-
gen. Dem Trennschnitt entlang wurde

12

2 Tmax =— 01 - GQ
nach Methode B,, vgl. [5], ermitlelt und in Abb. 11
aufgezeichnet, vgl. Kurve (1). Hieraus wurde
unter Heranziehung der Winkelwerte (Abb. 9)
die Schubspannung:

Tyy = %2 sin 2 ¢
berechnet und in Abb. 11 als Kurve (2) aufgetra-
gen. Diese Kurve wurde der Ermittlung von z,

nach obiger Definition, GL. (7), zu Grunde gelegt.

Die gemessenen 2 1, = (g, — 0,)-Werte fiir
die Symmetrieachsen sind durch die Kurven (3)
und (4) dargestellt (Abb. 11).

B) Normalspannungen, Hauplspannungen und
Hauptspannungssummen.

Die am freien Rand des Trigers ermittelte
Hauptspannung ist durch die Kurve (5) in Abb. 12
wiedergegeben.

Macht man {iir den Trennschnilt die Annahme
(0y) y— 4. =0, dann ergibt sich die andere Nor-
malspannung ¢ zu:

(0:)y—e = (0,—a) cos 2¢.

Kurve (6) der Abb. 12 slellt die so ermitiellen
Werte dar.

Fiir die Symmetrieschnitte werden die Verhélt-
nisse insofern etwas komplizierter, als man die
Hauptspannungen g,, o, nicht ohne weiteres ge-
trennt erhalt. Zum erstenmal wurde in grésserem
MaBstabe die Methode E,, vgl. [5], beniitzl, und
zwar wurde stets unter 45 ° zu den Symmetrielinien
gemessen. Dieser Messwert stellt gerade die
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Abb. 13. Hauptspannungen o1, 0z in den Symmetrieebenen.

Spannungssumme (g, + ¢,) dar. Die Kurven (7)
und (8) zeigen die Ergebnisse dieser Messungen.

y) Hauplspannungen in den Symmelrieschnitlen.

Mit der Ermittlung der Spannungsdifferenzen,
Kurven (3) und (4), und der Spannungssummen,
Kurven (7) und (8), ist nunmehr die Trennung
der Hauptspannungen ohne weiteres méglich; das
Ergebnis wurde in Abb. 13 aufgetragen, Kurven
(9) bis (11). Damit ist das elastische Problem fiir
die betreffenden Dimensionen experimentell
gelost.

IV. Schlussfolgerungen.

1. Der photoelastische Versuch zeigt, dass fiir
13

das untersuchte Modell mit dem VerhéltniS—;:%

die Schubspannung 7, im Trennschnitt von der
Mitte aus praktisch hneal ansteigt und erst ganz
kurz vor dem Tragerende rapid auf Null absinkf.
Dieser Verteilung entspricht der Ansatz Gl. (16)
am besten. Infolgedessen miissten die berechneten
Spannungen, Formeln 11", 12" und 13"’ am voll-
kommensten mit den gemessenen Werten iiber-

13



Tabelle 1. Verhiiltniszahlen.
Lssung 2a) 2h)
Ansatz Sinus v§xi-lz1::rt Linear Sinus
Punkt Formeln 110, 120 [ 110, 12 11 120 43, 44
Koordinaten
Spannung
Xl yle
1 0 1,00 o, 1,10 1,10 1,10 0,78
oy 1,00 1,00 1,00 1,00
2 0 0,50 oy 0,98 0,98 0,98 1,06
Gy 0,41 =) 1,00 0,45
3 0 0 g, 0,95 0,95 0,95 1,12
Gy 0,45 =) 1,10 0,50
4 | 0,25 0 oy 1,01 0,87 0,92 1,19
0y 0,68 4,00 1,19 0,75
5 | 0,50 0 o, 1,13 0,61 0,75 1,29
oy o) 0,67 1,00 | 28,00
6 10,75 0 o, 0,82 0,22 0,27 0,89
oy —0,15 0,10 0,27 0,17
7 1,00 0 o, 1,00 1,00 1,00 1,00
gy 3,72 0,52 | —9,26 3,81

einstimmen, vom unmittelbaren Tragerende ab-
gesehen.

2. Hinsichtlich der Tragerenden enispricht der
Ansatz Gl (15) mit n = 2 der beobachteten Rand-
Schubspannungsverteilung 7, besser als der An-
satz GL (16), so dass anzunehmen ist, dass fiir die
Tragerenden die auf Grund dieses Ansatzes be-
rechneten Spannungen, Gl. 11”, 12” und 138”, mit
den gemessenen am besten {ibereinstimmen.

3. Um den Vergleich zwischen den gemessenen,
und den auf Grund der drei Ansitze berechneten

Spannungen ausfithren zu kénnen, wurden die
Verhéaltniswerte:

g
7
gebildet; hierin bedeutet:
oG oB
Py == — und rp = —
To %o

wobei o, die gemessene, g die berechnete und
7, die Bezugsspannung darstellt. Die so fir die
drei verschiedenen Ansitze ermiltelten ¢-Werte
sind in Tabelle 1 gegeben. Aus dieser Tabelle geht
hervor, dass, wie erwartet, der Ansalz «linear»
fiir die Punkte 1—4 eine sehr gute Uebereinstim-
mung ergibt, wihrend fiir den freien Rand,
Punkt 7, der Ansatz «Sinus verzerrt> den besten
Wert liefert.
Ziirich, Eidg. Materialpriifungs- und
Versuchsanstalt fiir Industrie,
Bauwesen und Gewerbe.
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